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Je suis très heureux de constater que l'édition française de mon 
livre a augmenté le nombre de ses lecteurs. La première édition russe 
est publiée en 1969, date à laquelle de profondes modifications ont 
été apportées aux programmes du secondaire en U.R.S.S. 

Dès 1972 les écoliers soviétiques ont la possibilité de se familia- 
riser avec les notions élémentaires de la Relativité restreinte. C’est 
dire l’importance que revêt la théorie de la relativité restreinte dans 
les Ecoles Normales Supérieures. 

Le présent ouvrage qui traite de la théorie de la relativité restrein- 
te s'adresse tant aux Normaliens qu'aux professeurs qui se sont 
assignés la tâche d’enseigner le nouveau programme. La théorie de 
la relativité restreinte qui repose sur la loi fondamentale de la nature, 
à savoir le principe de la relativité, occupe une place importante 
dans l’enseignement. D'où le besoin d’un livre simple dont la voca- 
tion n’est pas d’être de vulgarisation mais plutôt un manuel exposant 
les fondements de cette théorie. 

Il est indéniable que la matière traitée dans cet ouvrage est lar- 
gement suffisante pour un professeur. Le choix des sujets relève du 
but à atteindre. Les développements en petits caractères peuvent 
être omis en première lecture. La table des matières renseigne ample- 
ment sur les sujets traités et sur les liens logiques existant entre eux. 
Les trois premiers chapitres sont consacrés aux modifications inter- 
venues dans les diverses conceptions sur les relations spatio-tempo- 
relles entre les événements sous l’optique de la Relativité restreinte. 
Les conclusions de ces trois chapitres sont exposées dans les manuels 
scolaires sous une forme simplifiée. Bien que la notion d’éther soit 
introduite dans le livre pour ne pas rompre avec la tradition, je vou- 
drais en souligner l’inutilité. La didactique s’en passe parfaitement, 
car elle ne fait qu’alourdir l’exposé et perdre du temps. Le chapitre 
IV traite de la mécanique-relativiste. Ses conceptions (sans démons- 
tration) figurent tant dans les ouvrages de vulgarisation que dans 
les manuels scolaires. L'importance de ce chapitre n’est pas à suresti- 
mer. 

La compréhension du chapitre V exige une profonde connaissance 
de la théorie de Maxwell ; cela relève du fait que l’extension du prin- 
cipe de la relativité aux phénomènes électromagnétiques a marqué 
un tournant décisif dans l’évolution de la physique. La théorie de la 
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relativité fut la première à mettre à jour la nature mathématique 
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du champ électromagnétique. Toutefois, il est à souligner que toutes 
les conclusions de ce chapitre s'appuient sur la théorie de Maxwell. 

La lumière occupe une place particulière dans la Relativité. 
Les phénomènes lumineux font l’objet du chapitre VII. Le lecteur 
trouvera dans les chapitres VIII et IX une matière supplémentaire 
utile. 

Je serais heureux de connaître l’opinion des lecteurs de ce livre. 
La chaire de physique théorique de l’Institut Pédagogique Lénine 
de Moscou s'attache particulièrement à adapter la physique moderne 
aux programmes scolaires. Pour cette raison on s'intéresse beaucoup 
à toutes les remarques et suggestions de la part des lecteurs, qui 
peuvent être utiles pour ce travail. 
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QUELQUES NOTATIONS 


K, K', K" — notations des référentiels d'inertie: 

K% — système de référence où le corps considéré (ou système) est immobile 
(système « propre » de référence) ; 

c — vitesse de la lumière dans le vide: 

V — vitesse relative de deux référentiels d'inertie; 

v — vitesse d’un point matériel ; 


V 1 
B=——, B—— ; 
C : 


Â 
Vo zp, = : 


Sp = C2 (te — d3)? — (te — 23)? — (ya — ya)? — (22 — 21)? — intervalle 
entre deux événements ; 

6 — énergie d’une particule ou d’un système de particules. 

Les vecteurs tridimensionnels sont désignés comme suit: 

Æ — intensité d’un champ électrique, 

D — induction d’un champ électrique, 

B — induction d’un champ magnétique, 

H — intensité d’un champ magnétique. 

Exr Eys Es D, etc.— composantes cartésiennes des vecteurs tridimen- 
sionnels correspondants. 

Les quadrivecteurs sont désignés par les lettres surmontées d’une flèche 
(la parenthèse inclut les désignations des composantes et leur signification 
tridimensionnelle), par exemple: 


R (Ty Tor Ta: Ta) = À (7, ict) quadrirayon vecteur, 
V (uu Uo, U3s Us) = V (vo, icy) quadrivitesse, 

— — . 

D (D1 Dos Das Ds) = D (4. — ç) quadripotentiel. 


Les indices grecs &, B, y, . .. prennent les valeurs de 1 à 3 et désignent les 
composantes des vecteurs tridimensionnels et des tenseurs, par exemple: 
Boy Meg : 
@, B — indices « libres » prenant les valeurs indépendantes de { à 3. 
Les indices latins à, k, 1, . .. prennent les valeurs de 1 à 4 et désignent les 
composantes des quadrivecteurs et des tenseurs : 
Drs Min. 
Deux indices identiques, faisant partie du même membre de l'égalité, 
entendent la sommation (voir Appendice): 
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1=1 
Les formules sont numérotées selon les chapitres ; en se référant aux formu- 
les d’un autre chapitre on donne le numéro de celui-ci, par exemple (II, 8), et 
(Appendice, 8) s’il s’agit de l’Appendice. Dans les exemples traités dans le 
chapitre IV, la numération est indépendante de celle du texte principal. 
Les formules de l’Electrodynamique sont exprimées en unités de SJ. 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION 


1. Système de coordonnées et système de référence. Tous les phé-- 
nomènes de la nature se déroulent dans l’espace et dans le temps. Un: 
élément de tout phénomène physique, appelé en Relativité res- 
treinte événement, est ce qui se passe à un instant donné en un point. 
donné de l’espace (il s’agit réellement d’un domaine relativement 
petit de l’espace et d’un court intervalle de temps). L'événement, 
comme il découle de sa définition, peut avoir de très différentes ma- 
nifestations. Il est admis alors de dire que « l'événement consiste 
en ce que. ». Une fois un événement réalisé, on dit « qu’il a eu lieu ». 
Tout phénomène de la nature est une suite de réalisations dans le- 
temps et dans l’espace d’un ou de plusieurs événements. Aussi, la 
description d’un certain événement sert-elle de base pour celle du. 
phénomène tout entier. Il semble donc raisonnable d'aborder l’étude- 
par la considération d’un événement. 

Un point d'espace, affecté d’un événement, doit être rattaché à 
un repère et cela avant l’étude des phénomènes physiques concrets. 
Or l’espace est homogène et isotrope, c.-à-d. que tous les points et 
toutes les directions de l’espace sont équivalents. L'espace est exempt 
de bornes et de chemins. Seuls les corps s’y trouvant peuvent servir: 
de repères. À un de ces corps nous associerons l’origine de référence 
du système de coordonnées. La mesure des longueurs se fait avec des. 
règles ou échelles qui nous serviront comme étalons de longueur. 

Le système de coordonnées (de Descartes) représente la méthode 
la plus efficace du repérage des points spatiaux. La construction en: 
est simple. Soulignons dès le début qu’elle repose sur la supposition 
de la validité des postulats géométriques d’'Euclide dans l’espace 
physique réel, c.-à-d. là où ont lieu les phénomènes physiques. Cette: 
hypothèse faite, menons de l’origine de référence trois axes X, Y, Z 
formant un trièdre rectangle. D’un point quelconque M de l’espace: 
on peut abaïsser les perpendiculaires sur les axes X, Ÿ, Z (on dit 
encore que le point M est projeté sur les axes X, Ÿ, Z). En mesurant. 
les distances de l’origine aux projections du point M sur les axes X, 
Ÿ, Z nous obtenons, en échelle choisie, trois nombres x, y, z appelés. 
coordonnées cartésiennes du point M. Remarquons que pour mesurer 
la distance il convient de porter des échelles unitaires, bout à bout, 
alignées sur l’axe à partir de l’origine jusqu’à la position de la pro- 
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jection. Ce procédé utilisé dans la vie quotidienne toutes les fois 
qu'il s’agit de mesurer une distance n’est valable que si un segment 
ou un corps mesurés sont au repos par rapport à l’échelle. 

Ainsi, chaque point de l’espace est défini par trois coordonnées 
(repères) cartésiennes x, y, z. Maïs le choix de l’origine, ainsi que des 
directions des axes orthogonaux est tout à fait arbitraire. En effet, 
en choisissant une autre origine du système de coordonnées carté- 
siennes ou bien en le tournant tout entier d’un angle autour de l’ori- 
gine, on obtient un nouveau système de coordonnées cartésiennes 
qui est parfaitement équivalent au précédent. Cependant, les valeurs 
numériques des coordonnées d’un même point diffèrent selon le sys- 
tème de coordonnées choisi. Donc, le système de coordonnées carté- 
siennes permet de fixer tous les points de l’espace et cela d’une ma- 
nière qui dépend des systèmes choisis qui sont en principe équivalents. 

Le système de coordonnées orthogonales inventé par Descartes 
(XVII s.) rendit possible l’étude des objets géométriques par les mé- 
thodes purement algébriques. Pour éviter les calculs encombrants 
lors de l’étude de ces objets, il convient de faire un choix raisonnable 
du système de coordonnées. Il est évident que les équations d’ellipse 
ou d’ellipsoïde 


rxè y? xè y? z2 
ER En 
til, Z ts tu —l 


n'ont cette forme simple que si les axes du système de coordonnées 
coïncident avec les axes de symétrie de ces figures. Il va de soi qu'au- 
cune de leurs caractéristiques géométriques n’est omise dans d’autres 
systèmes de coordonnées mais la forme des équations et leurs analyses 
seront de beaucoup plus compliquées. 

Dans le cas général, la distinction entre les systèmes de coordon- 
nées cartésiennes réside dans le choix de l’origine et dans l’orienta- 
tion du système tout entier. Lors du passage d’un système de coordon- 
nées à l’autre, appelé transformation des coordonnées, les coordon- 
nées du point et la forme de l'équation décrivant quelque objet géo- 
métrique changent. Cependant, d’après l’esprit même de la géomé- 
trie les propriétés géométriques des figures ne peuvent être influen- 
cées par le choix du système de coordonnées et restent partout les 
mêmes. Les relations analytiques doivent traduire ce fait de façon 
adéquate. En effet, lors des transformations des coordonnées carté- 
siennes les quantités telles que la distance de deux points, l'angle 
entre deux directions demeurent invariables. Notons l’importance 
particulière du fait que la distance de deux points W ; et M, est inva- 
riable, ou, comme on dit encore, invariante par rapport à la transfor- 
mation des coordonnées. Formulons cette assertion analytiquement. 
Soient Z1, Yy, Z1 Et Lo, Yo, Z2 les coordonnées des points M, et M, res- 
pectivement dans le système X, Y, Z'et x, y,, z, et x,, y,, z, les coor- 
données des mêmes points dans le système X”, Y”, Z’. Alors on a l’éga- 
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lité : 

(ce — 21) + (yo — y) + (2— 2) = (rm) +(u— y) + (az). (+) 
Pour le cas des points M, et M3: infiniment proches x: — x, — dx, 
Ya — Yi — AY, 22 — 21 — dz, 


da? + dy? + de? = dr"? + dy"? + dr”? (a+) 


Les égalités (*) et (**) traduisent le théorème de Pythagore reliant 
l’hypoténuse avec les côtés d’un triangle rectangle. 

Comment arriva-t-on aux lois de la géométrie et, en particulier, 
comment Euclide parvint-il à formuler ses postulats? Les notions 
fondamentales de la géométrie se formèrent au cours de l’activité 
millénaire de l'humanité. Le terme même de géométrie (« mesure de 
la terre ») souligne ce fait. L'expérience des arpenteurs fut accu- 
mulée il y a environ 2500 ans dans les postulats d'Euclide. Aïnsi, 
la géométrie est une science plutôt expérimentale qu’abstraite. 
L'évolution de la géométrie comme science est très instructive. De- 
puis l’époque d’Euclide jusqu’à nos jours, les gens apprennent les 
bases de cette géométrie. On oublia peu à peu l’origine expérimentale 
de la géométrie en la considérant comme branche purement abstraite 
des mathématiques. 

Il est curieux cependant que les mathématiciens furent les pre- 
miers à démentir le caractère faussement abstrait de la géométrie. 
Déjà Gauss comprit que la géométrie de par ses bases plutôt inclinait 
vers la physique que vers les mathématiques pures. Il vit que si l’on 
voulait décrire de la façon adéquate la réalité physique, les lois géo- 
métriques devraient être vérifiées par l'expérience. Cela est égale- 
ment vrai pour les postulats d’'Euclide. Toutefois, la vérification 
expérimentale montra que ces postulats n'étaient pas universelle- 
ment parfaits. Mais nous en reparlerons plus tard. Pour l'instant, 
envisageons les différences dans le choix des systèmes de coordonnées 
dans la géométrie et dans la physique. 

L'étude des objets géométriques ne comprend pas leur description 
en mouvement. Il est absurde, par exemple, d'étudier les propriétés 
du parallélogramme en mouvement. Voilà pourquoi, dans la géo- 
métrie, sont envisagés des systèmes de coordonnées qui se distinguent 
seulement par les positions mutuelles et non par le mouvement. 
Le temps est donc exclu de la géométrie. 

Par contre, le temps est une des caractéristiques du phénomène 
physique. L'étude du mouvement est l'essentiel de la physique. 
Le mouvement mécanique qui est le plus simple est un changement 
de position d’un corps (ou d’un point matériel) dans l’espace avec le 
temps. En plus du système de coordonnées cartésiennes, assurant le 
repérage des points de l’espace, le physicien a besoin de chronomè- 
tres. L'étude des phénomènes est ramenée alors à l’indication de ce 
qui se produit dans les points donnés aux instants donnés. Un point 
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est défini par les coordonnées (x, y, z), le temps y étant mesuré 
à l’aide d’un chronomètre. On appelle, en Relativité restreinte, 
système de référence tout système de coordonnées qui associe à chaque 
point de l’espace trois coordonnées et qui est doté de chronomètres 
dans tous les points où l’on mesure le temps. La théorie de la Rela- 
tivité restreinte utilise le plus souvent le système de coordonnées 
Cartésiennes (de Descartes) qui est alors dit système de Lorentz. 
La Relativité suppose qu’on ait une quantité suffisante d’horloges 
identiques, c.-à-d. qui marchent au même rythme étant placées 
au même point. Nous supposons que chaque point de l’espace, lié 
aux événements en question, soit muni de l’une de ces horloges. 

Pourquoi n'est-il pas suffisant d’avoir une seule horloge placée, 
disons, à l’origine du système de référence? Nous heurtons ici une 
circonstance qui joue le rôle décisif dans la théorie de la relativité. 
Supposons, qu’une horloge soit placée à l’origine du système de réfé- 
rence (référentiel). Comment fixer alors des événements affectant des 
points éloignés de l’origine? Il est évident qu'il faut envoyer depuis 
ce point éloigné au point d'emplacement de l'horloge un message 
signalant que l’événement a eu lieu. On parle alors en Relativité 
restreinte de l’envoi d’un signal ou de la transmission d’une informa- 
tion. Mais, d’après les conceptions modernes, tout signal ne se pro- 
page qu'avec une vitesse finie (la plus grande vitesse possible est celle 
de la lumière dans le vide). Il en découle que l’origine de référence 
recevra les signaux avec des retards dépendant de l'éloignement 
des points où les événements ont eu lieu. Il est par conséquent peu 
commode d’avoir une seule horloge. 

Tenir compte de la vitesse limite du signal ou, ce qui revient au 
même, de la transmission de l’interaction, est bien une particularité 
caractéristique de la Relativité restreinte. La mécanique classique 
suppose la transmission immédiate des signaux, c.-à-d. à la vitesse 
infinie. [1 en découle qu’une seule horloge est suffisante pour enregis- 
trer les événements, car l’arrivée d’un signal infiniment rapide dans 
l'origine de référence définit le moment de réalisation de l'événement. 
C'est pourquoi dans la physique classique il suffit de n’en avoir 
qu’une seule horloge et il est tout à fait sans importance où la placer. 

En géométrie, le choix de l’origine et des directions des axes du 
système de coordonnées cartésiennes est arbitraire. Il en est de même 
pour les phénomènes physiques. Pourtant, les physiciens sont obligés 
d'envisager des systèmes de référence qui se déplacent l’un par rap- 
port à l’autre. Du point de vue physique deux questions s'imposent. 
La première question est la suivante: ces référentiels sont-ils équiva- 
lents du point de vue des concepts physiques ? Quant à la seconde ques- 
tion, elle exige une explication plus détaillée. Admettons que nous 
observions un phénomène physique concret à l’aide des appareils 
enregistreurs fixés dans un référentiel. Lors des mesures, nous obte- 
nons certaines valeurs numériques des grandeurs physiques caracté- 
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risant ce phénomène. Toutefois, le même phénomène physique peut 
être observé dans un autre système de référence qui se déplace par 
rapport au premier. Les mesures effectuées dans le second référentiel 
nous fournissent également des valeurs numériques correspondant aux 
mêmes paramètres. Comment alors procéder à la confrontation de 
ces nombres ? Cela s'avère nécessaire vu que le système de référence 
est une construction artificielle destinée à l’usage pratique, qui pour- 
rait être comparée à l’échafaudage du bâtiment à édifier. Or, les lois 
de la nature ne doivent pas dépendre du choix du système de réfé- 
rence. Naturellement, les résultats des mesures différeraient selon 
les référentiels choisis, mais, en tout cas, nous devons savoir trans- 
former les résultats des observations obtenus dans un système de 
référence en ceux qui sont obtenus ou pourraient l’être dans un autre. 
Bref, on a besoin de la loi de transformation qui relierait les résul- 
tats des observations. Pourtant, le problème n’est pas si simple qu’il 
paraît de prime abord. La transformation des résultats de mesures 
physiques lors du passage d’un référentiel à l’autre qui est animé 
d’une translation rectiligne et uniforme par rapport au premier ap- 
paraît comme un des problèmes de la Relativité restreinte. 

Notons encore que l’appellation même de théorie de la relativité 
ou, autrement dit, de théorie relativiste, est assez mal choisie. A pre- 
mière vue il en découle que la relativité de différentes grandeurs, 
c.-à-d. leur dépendance du choix du système de référence, est l’essen- 
tiel de la théorie. Mais le fond de la théorie est juste le contraire. La 
théorie de la relativité montre que les lois de la nature sont invarian- 
tes par rapport aux lois de transformation et ne dépendent ni de la 
position de l'observateur ni de son mouvement; les résultats des 
mesures effectuées dans différents référentiels sont comparables. 
En langage de philosophie la Théorie de la relativité restreinte met 
en évidence le caractère objectif des lois de la nature et non la rela- 
tivité du savoir. 


2. Transformation de Galilée. Le problème de la transforma- 
tion des résultats des mesures dans un système de référence en ceux 
de l’autre se posa même avant l’apparition de la Théorie de la rela- 
tivité. Evidemment, pour les différentes grandeurs mesurées les lois 
de transiormation ne sont en général pas identiques. Commençons 
par l’étude de la transformation des grandeurs qui définissent un 
événement. Traitons tout d’abord le procédé classique qui n'est 
valable que dans le cas de petites vitesses relatives (par rapport à 
la vitesse de la lumière c). 

Un événement dans un système de référence arbitraire X est défti- 
ni par les nombres x, y, z, t, les trois premiers étant les coordonnées 
du point en question et # étant l'instant où l'événement a eu lieu. 
Que deviennent les mêmes nombres x’, y’, z’, t” dans n'importe quel 
autre système de référence À” qui se meut par rapport au système K? 
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Nous sommes obligés, dès le début, de n’analyser que les réfé- 
rentiels qui se déplacent d’un mouvement rectiligne et uniforme 
l’un par rapport à l’autre. En d’autres termes, aucun système de 
référence n’éprouve d’accélération par rapport à l’autre. On verra 
dans la suite qu'il s’agit d’un ensemble des systèmes d'inertie, dont 
la définition sera donnée plus loin. La Relativité restreinte fait abs- 
traction des systèmes se déplaçant avec accélération par rapport aux 
systèmes d'inertie et n’étudie que ces derniers. Dans ce qui suit, on 
aura donc affaire à des systèmes en mouvement rectiligne et uniforme 
relatif. [Il est connu que la rotation du système de coordonnées carté- 
siennes ne change que les valeurs 
numériques des coordonnées des 
points sans influer aucunement sur 
des phénomènes physiques (cette ro- 
tation est l’objet de la géométrie 
analytique). En tenant compte de 
ce fait, nous pouvons orienter les 
axes des systèmes Æ et K” parallè- 
lement les uns aux autres. Sans 
nuire à la généralité, dirigeons l’axe 

xZ=x-Vr commun x, x’ suivant le sens de la 

vitesse relative des référentiels K 

Fig. 1. Deux systèmes d'inertie et X. Tant qu’il s’agit du cas non 
K et K° aux axes parallèles, qui se  relativiste, nous supposons qu’une 


meuvent avec la vitesse relative É : A RÉ TRTR 
V (V est la vitesse de X’ par rapport horloge soit mise à l’origine de 


à K). La physique classique per- Chaque système. 
merde norme les ous Soit V la vitesse du référentiel 
e / à ; 
de Lévquement du spème Ken K° par rapport à K; celle de K 
formules de la transformation de Par rapport à À est évidemment 
Galilée : —Y. Pour la commodité admettons 
z'=x— Vi, y = y, z=2,1'=t qu'au moment initial ? —0 Îles 
deux systèmes de coordonnées coïn- 

cident. Le système K’ se meut avec une vitesse constante V de 
façon que son origine O' glisse le long de l’axe x. Du point de vue 
géométrique, les systèmes X et X' ne se distinguent que par la tran- 
slation de l’origine, la valeur de cette translation étant égale à l’ins- 
tant donné au déplacement de O’ par rapport à O. De la figure 1 il 
découle immédiatement que les coordonnées du point M dans KÆ 
s'expriment au moyen des coordonnées de ce même point dans le 
système À d'après les formules suivantes: 

Li == Vi, 

y" = Ÿ, (1) 

z! — 2. 
Et le temps, comment se transforme-t-il en passant au système K"? 
Le « bon sens » nous suggère que le temps s'écoule de la même façon 
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dans les deux systèmes, ce qui implique la quatrième relation { — 1’. 
Nous aurons l’occasion de constater que, bien que l'intuition ne nous 
trompe pas dans la vie quotidienne, l'affirmation # —# en prin- 
cipe n’est pas juste et certaines conditions concourent à la démentir. 

La transformation (1) peut s’écrire sous forme vectorielle (rappe- 
lons que dans le système ÆÀ on a W (V, 0, O)): 


PU =T — Vi, 
| C2) 


d — ti. 


Cette transformation de coordonnées et du temps est connue sous 
le nom de transformation de Galilée. En étudiant le mouvement rela- 
tif de deux systèmes, nous utiliserons désormais la” disposition et le 
mouvement des systèmes qui viennent d’être décrits. 


3. Principe de la Relativité galiléen. Nous avons vu que bien 
que le système de référence soit indispensable pour mesurer les distan- 
ces et le temps, son choix est, dans une certaine mesure, arbitraire. 
Mais le référentiel n'étant qu’un moyen auxiliaire, il ne doit aucu- 
nement influer sur les lois physiques fondamentales qui sont objecti- 
ves et indépendantes de notre conscience. 

Evidemment, nous nous sommes habitués au système de réfé- 
rence lié à la Terre, nommé parfois système de référence du labora- 
toire. Néanmoins, même si l’on ne se soucie pas de l’équivalence des 
référentiels, la vie exige l’utilisation de différents systèmes animés 
d'un mouvement relatif. Les observations astronomiques, par exem- 
ple, se font non seulement à partir de la Terre, mais aussi à l’aide des 
appareils installés au bord d’une fusée, d’un satellite artificiel ou 
bien d’un vaisseau cosmique. Aïnsi l’on dispose des données sur un 
objet cosmique obtenues dans deux systèmes de référence. Pour les 
analyser il faut savoir transformer ces données mutuellement. Nous 
venons de considérer le cas classique de la transformation des coor- 
données de l’événement qui représente le phénomène physique élé- 
mentaire. Maintenant, nous abordons les phénomènes mécaniques 
étudiés dans différents référentiels. 

Pour plus de commodité, on parle parfois de différents « observa- 
teurs » ou des « observateurs situés dans divers systèmes de référence ». 
Autrefois cette terminologie donnait lieu aux vives discussions car 
certains y voyaient le caractère subjectif de l’analyse des phénomè- 
nes physiques. Mais la présence de l’« observateur » lors des mesures 
n’est point obligatoire puisque ces mesures peuvent être effectuées 
par des appareils, sans participation de l’homme. Pratiquement c’est 
ce qui se passe au bord des vaisseaux cosmiques, même s’il y en a des 
hommes. On entend par l'observateur du système X un ensemble 
d’appareils enregistreurs immobiles dans X. Il n’y a pas à s'étonner 
que depuis différents systèmes de référence arrivent différentes 
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données caractérisant le même phénomène. L’objectivité des lois de 
la nature consiste en ce que les résultats d'observations dans un réfé- 
rentiel d'inertie peuvent être transformés en ceux dans l’autre. Nous 
espérons qu'après ces explications, l'apparition de l’« observateur » 
dans cet ouvrage ne suscitera plus d’objections. 

Comment donc apparaît un phénomène mécanique observé du 
point de vue de deux systèmes de référence se déplaçant d’un mouve- 
ment rectiligne et uniforme l’un par rapport à l’autre? Nous nous 
adresserons très souvent aux systèmes suivants: un système lié rigi- 
dement à un train ou à un navire se déplaçant uniformément en ligne 
droite par rapport à la Terre et l’autre rattaché à la Terre. Nous con- 
naissons de notre propre expérience que dans un train animé d'un 
mouvement rectiligne et uniforme on a l'impression d'être sur le 
sol « immobile ». Galilée fut le premier à découvrir que ce fait est 
commun à tous les phénomènes mécaniques. Il remarqua qu’un même 
phénomène mécanique se déroulait de la même façon du point de vue 
de deux systèmes Æ et K’ animés d’un mouvement rectiligne et uni- 
forme l’un par rapport à l’autre. Il est indispensable cependant de 
préciser ce qui signifie « se dérouler de la même façon ». Il est clair 
que les vitesses d’un corps diffèrent selon À et Æ”7. En efïet, soit 
y —r (ti) une fonction vectorielle du temps qui définit dans Æ la 
position du corps. 

D'après la transformation galiléenne, on a: 


2 (4) he (4) — Vi, 


En prenant la dérivée de deux membres de l'équation par rapport 
au temps et compte tenu de ce que dr'/dt — v' et dr/dt — v, on ob- 


tient : 
v' = 0 — Y. (3) 


Ainsi, les vitesses du corps sont différentes dans les systèmes Æ et 
K'. De (3) il découle en particulier que si la vitesse est infinie dans 
un système d'inertie, elle l’est également dans tous les autres (à 
condition que V soit finie). 

Toutefois, l’accélération du corps reste la même dans les deux 
systèmes, ce qui devient évident après la dérivation de l’équation 
{3) : 

2? (V = const). 
Donc, nous pouvons constater que les coordonnées et la vitesse du 
point matériel sont différentes dans les systèmes Æ et K” tandis que 
les accélérations sont les mêmes. Les grandeurs qui changent lors du 
passage d’un système de coordonnées à l’autre sont appelées gran- 
deurs relatives. Ainsi donc, la vitesse et les coordonnées du point 
matériel sont les grandeurs relatives. 

Le principe fondamental de la mécanique (deuxième loi de New- 
ton) qui relie la force agissant sur le corps à l'accélération communi- 
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uée au corps par cette force s'écrit : 
P 


d 
Mo =, (4) 


où le coefficient m, est appelé masse du corps. 

L'égalité des accélérations dans tous les systèmes d'inertie et le 
principe fondamental de la mécanique (4) entraînent l'égalité des 
forces agissant sur le corps, quel que soit le référentiel. On va voir 
qu'il en est tout autrement en Relativité restreinte. 

Si les lois de la mécanique sont les mêmes dans tous les systèmes 
de référence se mouvant de façon rectiligne et uniforme les uns par 
rapport aux autres, la relation (4) doit être de la même forme dans 
tous ces systèmes. Il est facile de s’en assurer. Les calculs précédents 
permettent de constater que l’accélération est indépendante du réfé- 
rentiel. Et comment changent les forces lorsqu'on passe d’un système 
de référence à l’autre? Soient deux corps [ et IT dont nous étudions 
le comportement ; supposons que la force d'interaction de ces corps 
soit fonction de leur distance, de leur vitesse relative et du temps. 
La transformation de Galilée ne perturbe en général aucune de ces 
grandeurs. En effet, inscrivons les coordonnées et les vitesses des 
corps I et IT dans les systèmes Æ et K” en nous servant de la transfor- 
mation de Galilée : 


Coordonnées et vitesses ; Transformation 
ces corps I et II dans K Idem dans K de vitesse 
Ts is 215 V4 Titi Vi, yi= y Zi 241 vi=vi— V 
IT Toy Vos 223 V2 Dog Vi, Jeu 23% Vi = vo —V 


On en tire immédiatement Z2 — Zi — 2%, — 2%, Ye — Yi — 
— Y, —Y,, 29 — Zi —2, —2,. Comme la distance des points est: 


VC 2) + eu) + (2 — 2) où 
V2) + (y) + (sx), 
on voit qu’elle n’est pas modifiée lors du passage de ÆÀ à K”. La vites- 
se relative ne varie non plus: 
Vs — Vi = Vs — Vi. 


Quant au temps, il demeure invariable, lui aussi, en vertu de la trans- 
formation de Galilée: £ — 1’. Par conséquent, les forces qui sont 
fonction des grandeurs citées ne changent pas leur forme en passant 
de À à K”'. Or les forces les plus importantes considérées en méca- 
nique dépendent soit de la distance (forces de gravitation, électriques, 
élastiques), soit de la vitesse relative (forces de frottement). Aïnsi, 


2—039 
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la majorité des forces rencontrées en mécanique restent invariables 
par rapport à la transformation de Galilée. Toutes les grandeurs de 
la relation (4) (accélérations, masses et forces) étant invariables par 
rapport à la transformation de Galilée, le principe fondamental de 
la mécanique classique a la même forme dans les systèmes X et X”. 
Les équations de Newton ne diffèrent dans ces systèmes que par les 
désignations des variables. Dans le système K, si la force dépend de 
la distance et du temps, le principe fondamental s'écrit : 
2 
mo = F (ri, t) 
et dans le système K” 


dèr’ ? 
More = E'(ris à”). 


Les deux relations sont en principe identiques, à l'exception des 
désignations des variables (grandeurs primées et non primées). 

Les équations qui conservent leur forme par rapport aux certaines 
transformations des coordonnées s’appellent équations covariantes 
par ces transformations. Le principe fondamental de la mécanique 
est donc covariant par rapport à la transformation de Galilée. Mais 
cette équation est une équation différentielle ordinaire du second 
ordre. Ses solutions en variables des systèmes ÆÀ et Æ’ coïnci- 
deront si les données initiales dans ces systèmes coïncident. De la 
covariance du principe fondamental de la mécanique découle que tous 
les phénomènes mécaniques ne se produisent identiquement dans tous 
les systèmes de coordonnées se mouvant uniformément qu’au cas où 
les conditions initiales coïncident. 

Si les conditions initiales pour un même phénomène ne sont pas 
les mêmes dans divers systèmes de coordonnées, alors ces phénomè- 
nes revêtent des aspects différant selon les systèmes. L'exemple en 
est fourni par une goutte de la pluie qui tombe suivant la verticale 
pour l’observateur qui se trouve sur la plate-forme et suivant la para- 
bole pour l’observateur se déplaçant avec le train (nous admettons 
que la goutte tombe avec une accélération). Mais les conditions ini- 
tiales étaient différentes dans ces systèmes : du point de vue de l’ob- 
servateur lié au train, la goutte avait la composante horizontale de 
la vitesse au moment initial, tandis que pour l’observateur terrestre 
elle ne l’avait pas. 

Il est à souligner que le principe fondamental classique admet la 
propagation instantanée (avec la vitesse infinie) de l’action exercée 
entre les corps. Dans la mécanique classique, on estime que les forces 
dépendent de la distance des corps, même pour les corps en mouve- 
ment relatif. Cependant, la distance entre deux corps en mouvement 
s'écrit sous la forme suivante: 


ra = V [ro (6) — 24 OP [ya (6) — ya CP + [20 (0) — 21 (OP. 
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En supposant que l'interaction (force) se transmette à une vitesse 
finie, on n’a plus le droit d'inclure seul r;, dans l’expression pour la 
force. En effet, si l’on veut connaître la valeur de la force avec la- 
quelle le corps IT agit sur le corps I, la position du corps IT doit être 
considérée non pas à l'instant {, mais avant celui-ci d’un intervalle 
de temps nécessaire pour la transmission de l’action du corps II au 
corps I. Négliger ce retardement c’est de considérer comme infini- 
ment grande la vitesse de la transmission de l’action. C’est bien l’un 
des concepts fondamentaux de la physique classique, dit « loi d’action 
à distance ». 


4. Référentiels d'inertie. Le principe de relativité galiléen veut 
que dans tous les systèmes de référence utilisés afin d'observer des 
phénomènes mécaniques le principe fondamental de la mécanique 
soit valable. Nous appelons système de référence d'inertie un tel sys- 
tème (ou plutôt de tels systèmes puisqu'il s’avérera qu’il en existe 
une infinité) dans lequel sont vérifiés le principe d'inertie et le prin- 
cipe fondamental (4). On dit souvent que le principe d'inertie (pre- 
mière loi de Newton) est une conséquence du principe fondamental 
(deuxième loi de Newton). Formellement, c'est vrai. Le deuxième 
membre de la relation (4) représente la résultante de toutes les forces 
appliquées au corps. Le principe fondamental affirme que l’accé- 
lération acquise par le corps est proportionnelle à cette résultante 
et inversement proportionnelle à la masse du corps. Il vient de l’équa- 
tion (4) que l’accélération du corps est nulle si la résultante de tou- 
tes les forces est nulle ou en l’absence de forces. Autrement dit, si 
le corps n’a pas d'accélération, il persiste dans son état de repos ou 
de mouvement rectiligne et uniforme. On voit donc que le principe 
d'inertie peut se déduire du principe fondamental de la méca- 
nique. 

Pourquoi alors Newton formula-t-il séparément le principe d’iner- 
tie? Il est impossible d'admettre que Newton ne vît pas que le prin- 
cipe d'inertie était une conséquence du principe fondamental. Mais 
c'est une chose plus compliquée qu’elle ne paraisse du premier coup 
d'œil. Premièrement, l’accélération d’un corps n’est la même que 
dans les systèmes en translation rectiligne et uniforme. Deuxième- 
ment, et c’est d’une importance capitale, nous définissons les forces 
comme le résultat de l'interaction des corps. Dans les référentiels où 
le principe fondamental est valable, les accélérations ne sont engen- 
drées que s’il y a l'interaction des corps. Cependant, dans les systèmes 
de référence arbitraires ce n’est plus strictement nécessaire. 

Il était évident pour Newton que l'équation (4) aussi bien que 
le principe d'inertie n'étaient pas universels pour tous les systèmes 
de référence. C’est pour cette raison que Newton dut souligner le fait 
de l'existence d'un système de référence déterminé où ces principes 
étaient valables. Il le fit dans le principe d’inertie qui stipule qu'un 
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système de référence d'inertie (c.-à-d. un référentiel où le principe 
d'inertie est valable) existe. En d’autres termes, on peut indiquer 
un système où le corps qui n’entre en interaction avec aucun autre 
corps est en mouvement rectiligne et uniforme. Notons, en passant, 
que la validité du principe d'inertie (qui n’est qu’un cas particulier 
de la loi de conservation de l'impulsion) découle des propriétés géné- 
rales de l’espace, à savoir, de l’équivalence de tous ses points (khomo- 
généité). Mais nous n'’allons pas maintenant développer ce sujet. 

Comment donc trouver un système (ou des systèmes) où le prin- 
cipe fondamental soit confirmé? L'expérience avec le pendule de 
Foucault permet de le faire. Pour la com- 


Axe de rotation dela Tèrre Gqité nous supposons que l'expérience soit 


w faite sur l’un des pôles terrestres (fig. 2). Sur 

le pôle on installe un cadre auquel est atta- 
y P ché un pendule. Le point de suspension est 
J 1 situé sur l’axe terrestre. L'articulation au 
79 point de suspension est libre de façon que le 


cadre n’entraîne pas le fil de suspension. En 
( équilibre, le fil du pendule suit l’axe de la 
| Le Terre. Si nous écartons le pendule de la po- 
ne sition d'équilibre, il effectuera des oscilla- 
trouver un des systèmes tions dans un certain plan. Le pendule est 
d'inertie. Leschémarepré- soumis à l’action de deux forces : l’attrac- 
sente l'expérience ds tion terrestre mg et la tension du fil 7. Les 
a de ‘fuite deux forces sont disposées dans le, plan 
sur le pôle, maislerésul- d'oscillations P et ne peuvent pas modifier 
tat ne s’en trouve pas l'orientation de ce plan. Ce dernier conserve- 
pour autant modifié. ra sa position par rapport à la Terre si le 
principe fondamental de la mécanique est 

strictement vérifié sur la Terre. Mais l'expérience montre que la 
Terre fuit le pendule et par cela même elle se fait exclure des systè- 
mes de coordonnées où le principe fondamental est strictement exact. 

Habituellement, on passe sur ce fait et l’on suppose que le prin- 
cipe fondamental soit incontestablement valide sur la Terre. L'expé- 
rience avec le pendule de Foucault démentit cette supposition. 

Cela n’est pas pourtant tellement grave, car les principes de la 
mécanique de Newton peuvent être pratiquement utilisés sur la 
Terré avec un grand succès. Par exemple, la mécanique industrielle 
et la mécanique rationnelle se basent sur ces principes sans y apporter 
aucune correction. En effet, les corrections sur la « non-inertialité » 
du référentiel lié à la Terre sont minimes. 

Mais, en principe, la Terre n’est pas un système d'inertie. Un sys- 
tème d'inertie est un système de coordonnées par rapport auquel le 
plan d'’oscillations du pendule ne change pas d'orientation. La même 
expérience de Foucault permet de trouver aisément ce système. 
Celui-ci est plutôt « exotique ». Son origine est située sur le Soleil 
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et les trois axes des coordonnées sont rattachés aux « étoiles fixes » 
(c.-à-d. aux étoiles se déplaçant rigidement avec la sphère céleste). 
Vu le rôle particulier du Soleil, ce système est appelé héliocentrique. 
Il est à noter tout de même que le choix du système d'inertie est dicté 
par l'orientation des axes des coordonnées. Le fait que l’origine de 
référence se trouve au centre d'inertie du Soleil n’est autre que la ques- 
tion de commodité (le Soleil est un corps de notre système solaire 
qui possède la plus grande masse). 

Ainsi donc, les principes de la mécanique classique sont vérifiés 
dans le système héliocentrique. Pourtant ils sont justes aussi dans d’au- 
tres systèmes de coordonnées. Conformément au principe de relativité 
galiléen, les lois de Newton sont valables pour tous les systèmes 
de référence qui sont en mouvement rectiligne et uniforme par rap- 
port au système héliocentrique. Donc, dans tout ce qui suivra nous 
les appellerons systèmes d'inertie. Il est évident qu'ils sont en nom- 
bre infini. 

Cependant, dans tout référentiel se déplaçant avec une accélé- 
ration par rapport à un système d'inertie (notons que la valeur d’accé- 
lération sera alors identique dans tous les systèmes d'inertie), on ob- 
servera des écarts des principes de la mécanique. 

L'expérience de Foucault permit donc d'établir l'existence 
d’un système où les lois de la mécanique sont valables et le principe 
de relativité galiléen fournit tout un ensemble des référentiels d’iner- 
tie. Certes, l’expérience mécanique de Foucault n’est pas la seule à 
découvrir un système d'inertie. Par exemple, en observant la dévia- 
tion de la verticale des corps en chute libre, on décèle également la 
non-inertialité du système géocentrique. Il est évident que les systè- 
mes de référence inertiaux et non inertiaux se distinguent aussi phy- 
siquement. Si Le corps n’est pas soumis à aucune force dans un système 
d'inertie, il est au repos ou en mouvement rectiligne et uniforme. 
Si la charge électrique est immobile dans un système d'inertie, elle 
ne rayonne donc pas. Si le corps est au repos dans un système non 
inertial, il subit obligatoirement l’action des forces (dans le sens 
newtonien du mot). Si la charge est immobile dans un tel système, 
elle n’émet pas de l'énergie. 


5. Temps et espace absolus. Bien qu’en principe on ait tout dit 
sur la signification des notions du temps et de l’espace lors de la déduc- 
tion de la transformation de Galilée, il paraît indispensable de 
mieux préciser nos affirmations. Habituellement quand on parle de la 
physique « classique », on à en vue la mécanique newtonienne. Les 
concepts du temps et de l’espace de Newton traduisent le point de 
vue classique. La raison d’analyser plus attentivement les concepts 
de Newton consiste en ce qu’ils expriment bien notre expérience, et 
nous y sommes parfaitement habitués, tandis que les concepts de Ia 
Relativité restreinte sont en contradiction avec eux. Newton écri- 
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vait *) que l’espace absolu, de par son propre sens, sans rapport à 
quoi que ce soit d'extérieur, demeure toujours le même et immo- 
bile. 

Si l'on se fie à Newton, l’espace se présente comme une caisse 
vide, dans laquelle sont placés des corps matériels et se déroulent 
des phénomènes physiques. Cependant Newton se rendait compte de 
la justesse du principe galiléen en mécanique. Celui-ci traduit l’équi- 
valence du repos et du mouvement rectiligne et uniforme. Comment 
alors dans ces conditions déceler l’espace immuable, absolu? Pour 
simplifier nos raisonnements, admettons, pour le moment, que le réfé- 
rentiel choisi privilégié de Newton (espace immobile, absolu) soit 
un système héliocentrique, bien que, comme nous allons le voir, il 
n'existe point de tels systèmes privilégiés. 

En ce qui concerne le temps, Newton écrivait que le temps absolu, 
le vrai temps mathématique, pris dans son propre sens sans rapport 
à l'extérieur, est d’un cours uniforme et s'appelle autrement durée. 

D'après Newton le temps, lui aussi, est donc une chose extranatu- 
relle. Aïnsi, d’après les concepts de Newton, le temps et l’espace 
existent en soi et sont indépendants des corps matériels qui se trouvent 
dans l’espace. Les idées de Newton sur l’espace et le temps nous sem- 
blent évidemment scolastiques. On se demande seulement comment 
elles arrivent à soutenir la mécanique durant trois siècles. La réponse 
est simple : les écarts des lois classiques sont sensibles plutôt dans les 
conditions artificielles ou cosmiques que dans la vie courante. No- 
tons en conclusion que la physique moderne rejette la notion de l’es- 
pace absolu en envisageant tous les systèmes d'inertie comme équi- 
valents. La science d'aujourd'hui aboutit à la conclusion que le cours 
de temps est différent dans divers systèmes de référence. Et aussi 
les propriétés de l’espace ne sont-elles pas données à l’avance une fois 
pour toutes mais se déterminent par les corps qui se trouvent dans 
l’espace. Cette dernière affirmation est justifiée par la Théorie de la 
relativité générale d’Einstein qui complète et développe les idées 
de la Relativité restreinte. Le fait même que les propriétés de l’espace 
(géométrie du monde réel) ne sont pas prédéterminées mais dépendent 
de la répartition de la matière dans cet espace est une conclusion très 
importante de la Théorie de la relativité générale. Cela répond plus 
exactement que les idées de Newton sur l’espace et le temps absolus 
aux concepts du matérialisme dialectique, selon lesquels l’espace 
et le temps sont les formes de l’existence de la matière. 


6. Généralisation du principe de la Relativité galiléen. Le prin- 
cipe en question ne s’étendait qu'aux phénomènes mécaniques. Nous 
avons montré que le principe fondamental de la mécanique sous sa 
forme différentielle avec la transformation de Galilée satisfaisait au 


*) « Philosophiae Naturalis Principia Mathematica » (1687). 
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principe de la Relativité galiléen, ce qui signifiait du point de vue 
formel que lors de la transformation de Galilée, l’équation (4) demeu- 
rait la même, seules changeaient les désignations des variables. Une 
question se pose tout naturellement : pourquoi le principe de la Rela- 
tivité n’embrasse que les phénomènes mécaniques? Tous les phéno- 
mènes de la nature étant étroitement liés entre eux, la limitation du 
principe de relativité par la mécanique seule ne semble pas logique. 
Pourquoi donc ne pas admettre que tous les phénomènes physiques 
ont la même nature dans tous les systèmes d'inertie si les conditions 
initiales étaient identiques? Autrement dit, pourquoi les systèmes 
d'inertie ne seraient-ils pas équivalents par rapport à tous les phé- 
nomènes physiques ? 

Il paraît de prime abord que les équations de l’électrodynamique 
contredisent l’équivalence des systèmes de référence d'inertie. 

En effet, le système a'équations fondamentales de l’électrodyna- 
mique — système d'équations de Maxwell — change sa forme lors 
de la transformation de Galilée, c.-à-d. que ces équations ne sont pas 
covariantes par rapport à cette transformation de Galilée. Les phé- 
nomènes électromagnétiques ne se déroulent donc pas de la même 
façon dans différents systèmes de référence. Encore une chose prouve, 
paraît-il, la justesse de cette conclusion. Dans un référentiel (appe- 
lons-le X), pour lequel est vérifié le système d'équations de Maxwell, 
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mittivité électrique du vide, et Lo, perméabilité magnétique du vide 
(toutes les deux étant exprimées en unités du SI). Il est admis de dé- 
signer cette grandeur par la lettre c. Soulignons une fois de plus qu'il 
s’agit ici de la vitesse de la lumière dans le vide. Le vide est, pour 
ainsi dire, tout à fait équivalent par rapport à tout système d'inertie, 
car il ne peut être lié à aucun d’entre eux, c.-à-d. qu'il est impossible 
d'indiquer le référentiel où le vide soit au repos. Donc, soit c 
la vitesse de la lumière dans le vide pour le référentiel X. En passant 
du système de référence d'inertie À au système K” on obtient, en ver- 
tu du théorème de la composition des vitesses (3), pour la vitesse de 
la lumière dans le vide c’ = c — Y. Il en découle que, si la vitesse 
de la lumière est égale à c dans le système X, elle ne sera pas la même 
pour tous les autres systèmes de référence qui se déplacent par rap- 
port à À. Le système Æ est donc privilégié. Autrement dit, il est prou- 
vé que dans le domaine des phénomènes électromagnétiques le prin- 
cipe de la relativité n’est pas valable. 

Logiquement, trois possibilités s’ouvraient devant les physiciens : 

4. On pourrait admettre que le principe de la relativité n’agissait 
que dans la mécanique, donc ne se rapportait pas à l’électrodynamique 
qui posséderait un système de référence « absolu ». 

2. On pourrait supposer que le principe de la relativité était uni- 
versel. Alors le système d’équations de Maxwell ne satisfait pas à ce 


la vitesse de la lumière dans le vide est égale à où e, est la per- 
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principe (il change sa forme lors de la transformation de Galilée) 
et on ne peut pas l’admettre. 

3. En admettant que le principe de la relativité soit valable pour 
tous les phénomènes de la nature et que le système d’équations de 
Maxwell soit vérifié, le passage d’un système d'inertie à l’autre ne 
sera pas décrit par la transformation de Galilée (qui fait changer la 
forme des équations de Maxwell). Cependant une nouvelle transfor- 
mation quelconque pourrait changer la forme des équations de la mé- 
canique. Ainsi, il faut transformer ces équations de manière qu’elles 
restent covariantes par rapport à cette nouvelle transformation. 

Le choix entre ces possibilités ne pourrait être fait finalement 
que par voie d’expérimentation. L'expérience se prononça en faveur 
de la dernière possibilité : admettre le principe de la relativité en tant 
que principe universel en transformant les équations de la mécanique. 
Or. les recherches des formules de transformation des coordonnées 
et du temps qui satisferaient aux données expérimentales aboutirent 
à la révision des notions mêmes de l’espace et du temps. 

Notons également qu'il serait désirable que le principe de la rela- 
tivité ait le caractère universel dans tous les systèmes d'inertie vu 
que le choix du référentiel, comme on a déjà remarqué, n’influe pas 
sur la nature des processus physiques. 


7. Vitesse de la lumière dans le vide. La vitesse de la lumière 
dans le vide joue un rôle très important dans la physique moderne 
et occupe une place particulière dans la nature, car elle est la plus 
grande vitesse possible de la transmission de l'interaction (signal, 
information) entre les corps. Comme l’expérience le montre la modifi- 
cation de l’état d’un corps (par exemple, le changement de ses coor- 
données, de sa vitesse, de sa charge, etc.) est ressentie par l’autre 
corps éloigné du premier quelque temps après. Nous jugeons le plus 
souvent de l'influence réciproque des corps (de leur interaction) 
d’après les forces agissant de la part de chaque corps. Mais les forces 
dépendent de l’état de chaque corps. Il en découle que les forces, elles 
aussi, se propagent d’un corps à l’autre avec une certaine vitesse ; 
la propagation de l'interaction est appelée « signal » envoyé par un 
corps et portant une information de la modification de l’état de ce 
corps à l’autre. La vitesse de la propagation de l’interaction est appe- 
lée vitesse de propagation du signal ou de l'information. 

Rien n'indique qu'il existe dans la nature la limite supérieure 
pour la vitesse de propagation des signaux. Cependant, la théorie 
et l’expérience confirment l’existence de la vitesse limite de la trans- 
mission des interactions qui est celle de la lumière dans le vide (rap- 
pelons que c’est également la vitesse de propagation des ondes élec- 
tromagnétiques de toute fréquence dans le vide). Comme on l’a déjà 
dit, la mécanique classique suppose tacitement qu'un signal se trans- 
mette à la vitesse infinie. 
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Si l’on suppose qu'il existe, dans la nature, une vitesse limite 
des signaux, on doit admettre qu’elle soit la même dans tous les réfé- 
rentiels d'inertie. En effet, tous ces systèmes sont équivalents et au- 
cune expérience physique ne peut les différencier. Si la vitesse limite 
des signaux (celle de la lumière) différait selon les systèmes de réfé- 
rence, elle permettrait de les distinguer l’un de l’autre, ce qui est 
impossible vu le caractère universel du principe de la relativité. On 
en déduit que la vitesse de la lumière dans le vide est nécessairement 
la même dans tout référentiel d'inertie. 

Qu'’arriverait-il si la source se déplaçait vers l'observateur ou 
vice versa ? Ce mouvement ne modifiera point la valeur de la vitesse 
limite de transmission du signal. Par conséquent, la vitesse de Ia 
lumière dans le vide ne peut dépendre ni du mouvement de la source, 
ni de celui de l'observateur. 

Ainsi donc, l'hypothèse de l’indépendance de la vitesse de la lu- 
mière dans le vide du choix du système d'inertie est logiquement tout 
à fait vraisemblable. Toutefois, c’est l’expérience qui peut vérifier 
définitivement cette hypothèse. On le verra au paragraphe 8. Pour 
l'instant, notons que la Théorie de la relativité commence avec la 
découverte de la finitude de la vitesse de la lumière. 

La vitesse de la lumière, est-elle finie ou non — cette question 
fut largement discutée au XVII siècle. Descartes la croyait infinie, 
tandis que Galilée insistait sur sa finitude et chercha même à la me- 
surer (1607). Des possibilités techniques du temps de Galilée vouèrent 
cette tentative à l'échec. La première détermination de la vitesse 
de la lumière à la base des observations astronomiques fut entreprise 
par Rômer (1676). Par des expériences terrestres, cette détermination 
fut faite par Fizeau (1849). Depuis ces premières expériences, la vi- 
tesse de la lumière dans le vide fut mesurée à l’aide de différentes 
méthodes et avec une précision toujours croissante. Prenons le 
nombre approximatif qui est égal à 3-10! cm/s — 3-108 m/s. 

Bien que pour l'édification de la Relativité restreinte il suffise 
d'admettre l’universalité du principe de la relativité galiléen et la 
constance de la vitesse de la lumière dans tous les systèmes de réfé- 
rence, nous consacrerons le paragraphe suivant aux idées et expérien- 
ces qui précédèrent la création de la Relativité restreinte. L’expé- 
rience physique joua un rôle très important dans la formation des 
concepts de la Relativité restreinte. Pourtant, le lecteur qui sera 
satisfait par une manière axiomatique d'aborder le problème peut 
s'adresser immédiatement au chapitre IT. 


8. Quelques expériences qui sont à la base de la Relativité res- 
treinte. L'évolution de la théorie de la relativité restreinte est marquée 
par de nombreuses expériences physiques dont celles de la mécanique, 
de l’électricité et de l'optique. Il n’est pas tout de même nécessaire 
de les citer toutes. 
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Afin d’en comprendre la raison, il faut aborder le problème des 
rapports qui existent entre l'expérience physique et la théorie. Con- 
naître la nature signifie mettre en évidence les lois qui la tradui- 
raient d’une façon adéquate, ou, en langage de philosophie, les lois 
objectives qui régissent le monde objectif hors de notre conscience. 
La nature est étudiée par l’homme et ce processus n’est pas exempt 
de traits subjectifs venant de l’homme lui-même, sans parler d’er- 
reurs inévitables. Par conséquent, les lois de La nature sont nécessaire- 
ment soumises à l'épreuve de l'expérience. Quels sont les critères 
de validité des lois physiques ? Elles sont vérifiées par la pratique. 
La vérification des lois par divers chercheurs et en des lieux diffé- 
rents aussi bien que la vérification répétée maintes fois par un seul 
chercheur représentent une garantie de la conformité de notre connais- 
sance aux vraies lois physiques. La méthode-base de la vérification 
des lois physiques et de la mise en évidence des régularités dans la 
nature consiste en création des conditions artificielles nécessaires, 
c.-à-d. en réalisation de l'expérience physique. 

Mais la physique ne peut pas être constituée seulement par des 
résultats des expériences. Il est impossible de l’imaginer sans la théo- 
rie permettant de systématiser et d'expliquer les différents phéno- 
mènes de la nature en partant d’un nombre réduit des lois fondamenta- 
les. À son tour, la théorie physique qui représente maintenant une 
science à part, la physique théorique, est étroitement liée aux mathé- 
matiques. L’accumulation des données expérimentales fait naître une 
théorie qui explique un certain groupe de phénomènes. Peut-on confir- 
mer ou réfuter la théorie par une ou plusieurs expériences ? Evidem- 
ment, nous écartons les fautes qu'on arrive finalement à dépister. 
D'autre part, les limites de la validité de la théorie sont parfois éviden- 
tes et il ne faut pas chercher à les franchir. Avec ces restrictions on peut 
aboutir à la conclusion suivante: si l’une des expériences effectuée 
dans les limites de la théorie contredit la théorie, celle-ci ne peut être 
reconnue comme conforme à la réalité. La vérification d’une loi ou 
d’une théorie par la confrontation des conclusions théoriques avec 
les résultats de l'expérience n'est jamais définitive quel que soit le 
nombre d'expériences confirmant la théorie. Cette dernière est cor- 
recte tant que ces conclusions ne contredisent pas quelque nouvelle 
expérience se rapportant au champ d'action de cette théorie. 

Cette situation est assez typique. Dans les mathématiques la justes- 
se d’un théorème général n’est pas démontrée par sa validité dans des 
cas particuliers mais un seul contre-exemple peut le démentir. Certes, 
la physique, à la différence des mathématiques, est une science expé- 
rimentale. Le processus de la connaissance est continu et illimité. 
Le problème de la recherche de la vérité « absolue » appartient plutôt 
à la philosophie qu'à telle ou telle science particulière. Certaines 
expériences physiques peuvent mettre en évidence des régularités 
particulières ou, en langage de philosophie, des vérités relatives. 
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Bien que ces lois comportent des éléments de la vérité absolue, elles 
ne donnent pas une connaissance complète. Finalement, toute théorie 
s’avérera soit bornée soit démentie. À une étape donnée du dévelop- 
pement de la physique une théorie est considérée comme juste tant 
qu’il n’y à pas de données expérimentales en désaccord avec elle. 
Cette digression a pour but d’expliquer la raison pour laquelle nous 
préférons décrire des expériences « négatives » marquant l'échec 
d’une telle ou telle hypothèse. 

On verra que les lois de la mé- 
canique classique, y compris la 
transformation de Galilée, devien- 
nent incorrectes lorsque les vitesses 
des corps deviennent voisines de 
celle de la lumière c. Dans ces cas 
la mécanique classique cède sa pla- 
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vitesses ayant rapport à la propaga-  ;ebondir la bille selon la loi: l’an- 
tion de la lumière sont très gran-  gle d'incidence est égal à l'angle de 
des, c’est pourquoi des phéno- réflexion. b) La même loi régit la 
mènes lumineux relèvent du domai-  ‘'éflexion de la lumière. 
ne de la Relativité restreinte. En ef- 
fet, les phénomènes optiques furent de l’importance capitale pour 
le développement de la Relativité restreinte. Mais nous sommes 
obligés de repartir de loin et de rappeler brièvement l’évolution des 
concepts sur la nature de la lumière. 

Il n’est pas si simple de répondre à la question ce qu'est la lumière. 
Au début du XVIII siècle, deux points de vue sur la nature de la lu- 
mière, ceux de Newton et de Huygens, firent l'apparition. Il fut 
facile à admettre le point de vue de Newton vu que le succès brillant 
de sa mécanique fit chercher l'interprétation mécanique de la lu- 
mière. Newton crut que la lumière était composée de corpuscules. Les 
propriétés essentielles de la lumière, à savoir la propagation recti- 
ligne dans un milieu homogène, les lois de réflexion et de réfraction, 
s'’expliquaient facilement en partant de la théorie corpusculaire. 
Dans un milieu homogène, le corpuscule n’est soumis à aucune force 
et se déplace d’un mouvement rectiligne et uniforme. La réflexion 
se produit d’après la loi du choc élastique (notons en guise d'exemple 
le choc d’une bille contre le bord du billard). Dans ce cas, l’angle 
d'incidence est égal à l’angle de réflexion (fig. 3, a). 

Si, à la surface de séparation des milieux Z et 77, le corpuscule 
est soumis à l’action des forces dirigées suivant la normale à la sur- 
face de séparation vers le milieu réfringent, il change la direction 
de son mouvement. Soient V, et V, les composantes de la vitesse de 
la bille dans le milieu 7. Les forces agissant au niveau du dioptre 
provoquent l’augmentation de V,, la direction de la vitesse change, 
donc la « réfraction » a lieu (fig. 4). 
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D'autre part, on tire de l’optique géométrique que la lumière 
passant du milieu à l’indice absolu n; au milieu à n°, subit la réfrac- 
tion. La relation entre l’angle d'incidence à et l’angle de réfraction r 
est traduite par la loi de Descartes-Snellius : 

Sin à _ne 


sin r ny 
L'hypothèse de Newton explique qualitativement la réfraction de la 
lumière. 
Certaines propriétés de la lumière ne cadraient pas, du point de 
vue de Newton lui-même, avec sa théorie. Rappelons ne serait-ce 
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Fig. 4. a) Changement de direction du mouvement du corpuscule lors de son 
passage du dioptre des milieux Z et ZI. La surface de séparation traversée, on 
a Vh > Va, mais Vi — V}, et la direction de la vitesse change. b) La réfraction 
de la lumière consiste en changement de la direction du rayon lumineux lors du 
passage du dioptre. L’angle d'incidence à et l’angle de réfraction r sont reliés 
par la loi de Descartes-Snellius ee ne: 

SI r ni 


que les « anneaux de Newton » dans l’optique qui sont une manifes- 
tation des interférences. Newton inventa des schémas artificiels pour 
conserver ses corpuscules. Cependant, à la même époque, Huygens 
émit l'hypothèse de la nature ondulatoire de la lumière qui fut ins- 
pirée par celle des ondes sonores. Mais la nature des oscillations lumi- 
neuses restait vague. Huygens comprit que la lumière se propageait là 
où le son ne le pouvait plus (on voit à travers la paroi transparente 
d’une cloche vidée d'air qu’un marteau frappe un carillon sans qu'on 
en entende le son). Il en découle que la lumière se propage dans un mi- 
lieu spécial que Huygens nomma éfher. Newton s’opposa énergique- 
ment à cette hypothèse. S'en suivit alors une discussion animée 
dont le contenu ne relève pas du sujet du présent ouvrage. Nous ren- 
voyons le lecteur intéressé au livre passionnant d’Einstein et d’In- 
feld intitulé « L'évolution des idées en physique » (Paris, Petite 
Bibliothèque Payot, 1963). 

L'autorité incontestable de Newton contribua à ce que son hypo- 
thèse régnait pendant un siècle. Mais toute théorie demeure vraie 
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tant qu'elle ne soit pas contestée par des faits expérimentaux. Le 
XIX® siècle débuta par les découvertes des phénomènes qui témoi- 
enèrent de la nature ondulatoire de la lumière. Les phénomènes des in- 
terférences et de la diffraction furent objets des études minutieuses. 
La théorie ondulatoire de la lumière expliqua également la propaga- 
tion rectiligne de la lumière. La découverte de la polarisation mit à 
jour la transversalité des ondes lumineuses. 

Il est admis de croire qu’au XIXe siècle la théorie ondulatoire 
de la lumière triompha. Il paraissait incontestable que la lumière 
était un phénomène ondulatoire. Mais dans quel milieu donc se produi- 
saient des oscillations lumineuses? Ce milieu fut déjà prévu par 
Huygens et appelé, par lui-même, éther. Il ne restait qu’à déterminer 
les propriétés physiques de l’éther. 

Comme la physique du XIX® siècle abondait en concepts méca- 
niques, il n’est pas étonnant qu'on les appliquât à décrire l’éther qui 
posséderait dorénavant les propriétés d’un solide (les ondes trans- 
versales ne se propagent que dans de tels milieux). C'était certes un 
corps bien étrange : on ne le sentait pas lors du mouvement, il était 
invisible, impalpable, mais on n'eut pas le choix. 

Mais si l’on fait abstraction de la question difficile à repondre sur 
les propriétés de l’éther, il en reste une autre non moins compliquée : 
à quel système de référence est lié l’éther, c.-à-d. dans quel système 
est-il au repos? La nature, semble-t-il, y prépara la réponse. 

Il s’agit de l’aberration de la lumière. Si l’on observe un rayon de 
lumière à partir de deux référentiels se mouvant l’un par rapport à 
l’autre, il sera vu sous les angles différents par rapport à quelque 
direction commune à ces deux systèmes (par exemple, à la direction 
de la vitesse relative). S'il s’agit de l’observation des rayons lumi- 
neux avec une lunette optique, la direction apparente des rayons tra- 
versant la lunette se confond avec son axe. Pourquoi alors le mouve- 
ment de l’observateur (lunette) modifie-t-il la direction apparente de la 
lumière incidente ? La signification du phénomène peut être rendue 
claire par un exemple mécanique. Soit une bille tombant uniformé- 
ment avec la vitesse c suivant la verticale. Elle doit traverser un tube 
de longueur / se mouvant, lui, dans le sens horizontal à la vitesse V 
de façon qu’elle ne touche pas les parois du tube. Pour cela, la bille 
doit toujours suivre l’axe BB” du tube. En particulier, lorsque la 
bille arrivera au point B”, l'extrémité inférieure B du tube doit s’y 
trouver. [II est évident que celui-ci doit être incliné en avant suivant 
le mouvement. L’angle œ que le tube fait avec la verticale est aisé- 
ment défini. Soit B°B’ = Il cos ® le chemin parcouru par la bille 
au bout du temps t. Durant le même intervalle de temps l’extré- 
mité B couvre la distance BB° — I sin @. Comme ! cos @ = c:T 
et Z sin o = V:+, il en découle que tg ® — V/c (fig. 5, a). 

Du point de vue de la théorie corpusculaire les corpuscules lumi- 
neux jouent le rôle des billes. Par suite l’axe du télescope doit être 
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incliné en avant suivant le mouvement. La même conclusion est 
tirée de la théorie ondulatoire. Pour ne pas perturber le front d'ondes 
lumineuses (V, la vitesse du tube et c, la vitesse de la lumière), il 
faut incliner le tube d’un angle ®, dont la tangente est tg ® = V/c 
(fig. 9, b). 

Qu'est ce que l’angle d’aberration? C'est la variation de l'angle 
apparent sous lequel Le rayon lumineux est vu au passage d’un systè- 


Fig. 5. a) La bille en chute verticale doit passer à travers le tube se déplaçant 
horizontalement à la vitesse V. b) Le front d'ondes doit traverser sans se per- 
turber le tube se déplaçant horizontalement à la vitesse V. c) L'apparition du 
déplacement parallactique de l’étoile située au pôle de l’écliptique, due à l’évo- 
lution de la Terre. Ce déplacement se traduit par une petite ellipse qui se forme 
au cours d’une année. La position de l'observateur sur Terre a une importance 
particulière ; l’observateur situé, par exemple, en À verra sur la sphère céleste 
l'étoile À (la position de l'étoile, elle aussi, est désignée par la lettre À). 
d) L’aberration de la lumière et le déplacement de la Terre sur son orbite 
font décrire au cours d’une année une ellipse à l'étoile située au pôle de 
l’écliptique. Cependant, les positions respectives de la Terre et de l'étoile dif- 
fèrent de celles données par la figure c). Ce fait permet de distinguer les déplace- 
ments dus à la parallaxe et à l’aberration. 

L'image expliquant la formation de l’angle d’aberration lors de l’inver- 
nue de sens du déplacement de la Terre (en une demi-année) est donnée dans le 
cadre. 


me de référence à un autre. Mais il est impossible évidemment de dé- 
couvrir cet angle dans un seul système de référence, car la direction 
d’une étoile éloignée sera toujours la même. Toutefois les observà- 
tions des astres depuis la Terre permettent de relever l’aberration, 
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car la Terre évolue suivant une ellipse et, par conséquent, ne repré- 
sente le même référentiel d'inertie que pendant un intervalle de temps 
limité. Tous les six mois, la direction du mouvement orbital de la 
Terre est inversée. La direction apparente de l’étoile, dans ces condi- 
tions, s’en trouve modifiée tous les six mois. 

L'’astronome anglais Bradley chercha la trajectoire parallactique 
des étoiles, c.-à-d. la trajectoire apparente décrite par une étoile en 
une année vu le changement de la position de l’observateur. La 
fig. o, c éclaircit comment apparaît le déplacement parallactique ap- 
parent d’une étoile polaire. Au cours d’une année, l'étoile décrit une 
petite ellipse disposée d’une façon caractéristique par rapport à 
l'orbite de la Terre. 

En 1728 lors des recherches entreprises, Bradley découvrit l’aber- 
ration de la lumière grâce à l’ellipse que décrivent les étoiles à proxi- 
mité du pôle de l’écliptique et dont le demi grand axe est de 41”. 
L'’ellipse était pourtant orientée tout à fait autrement que l’on de- 
vrait avoir pour le déplacement parallactique (fig. 9, d). 

Une étoile s dont l’orientation est perpendiculaire au plan de 
l'orbite est observée de deux positions À et C diamétralement oppo- 
sées. Pour ces deux positions l’angle repérant la direction de l'étoile 
varie de 2 tous les six mois. Sur la figure, désigne l'angle entre 
la direction de l'observation de l'étoile s depuis la Terre, que l’on 
aurait dû avoir si la Terre avait était immobile, et la direction appa- 
rente de l'étoile s. Dans une demi-année, le même angle aura une 
orientation opposée et l’angle que feront les deux directions appa- 
rentes de l'étoile s sera égal à 29. L’angle d’inclinaison de la lunette 
se détermine aisément de notre calcul élémentaire. La lumière pro- 
venant de l’étoile polaire tombe normalement au plan de l'orbite 
terrestre. Le mouvement de la Terre est dirigé perpendiculairement 
à la direction du rayon. La vitesse de la Terre est de 30 km/s, celle 


de la lumière 3105 km/s. D'où @ = arc tg 7 — 20”, 5 et 2p = 41”. 


C'est exactement la valeur que trouva Bradley. Il vit alors qu'il 
avait trouvé non pas la parallaxe de l'étoile immobile (découverte 
cent ans après par Bessel) mais l’aberration de la lumière. Bradley 
interpréta l’aberration du point de vue de la théorie corpusculaire 
à peu près de la même manière que plus haut. La théorie ondulatoire 
fournit la même explication. Mais celle-ci suppose que la lumière 
se propage dans l’éther immobile par rapport au système héliocen- 
trique, sinon les rayons lumineux ne seraient pas normaux au plan 
de l'orbite terrestre. Ainsi donc, l’éther est immobile par rapport au 
système héliocentrique, tandis que tous les autres référentiels d’iner- 
tie se déplacent par rapport à l’éther. Ce n’est pas évidemment la 
réponse définitive et nous retournerons à l’aberration dans les para- 
graphes 19 et 48. Toutefois, avant l'apparition de la Relativité res- 
treinte, l’aberration de la lumière fut vue sous cette optique. 
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Mais l’éther immobile dans le système héliocentrique doit pro- 
duire un « vent » sur la Terre qui se déplace sur son orbite. Peut-on 
découvrir ce dernier expérimentalement ? Maxwell proposa une expé- 
rience dont le principe est expliqué par le schéma de la figure 6. 
Deux cellules photoélectriques sont fixées sur un banc optique parallè- 
le à la vitesse du déplacement de la Terre sur l'orbite. Au milieu du 
banc est disposée une source lumineuse /. Un bref éclat de lumière 
est produit par la source. La lumière se propage dans l’éther immo- 
bile avec la célérité c. La cellule P, va à la rencontre de la lumière 
tandis que P, la fuit. 

Vers P, la lumière se propage à la vitesse c + V et vers P, à la 
vitesse c — V. Alors P, fixe la lumière avant P, de l'intervalle de 
temps 


En prenant, à titre d'exemple, ! — 10% cm, V — 310$ cm/s 
(vitesse orbitale de la Terre) et c — 3-10 cm/s, on peut s'assurer 
que la valeur de At est très petite 


p : I _ p (At = 10-" $). Sans doute, sous cette 
TE — — 2 forme primitive l'expérience est vouée 
y à l'échec. 


Maxwell proposa un schéma prati- 


Fig. 6. Le banc optique est mu- 
ni d’une source lumineuse J et 
de deux cellules photoélectri- 
ques P; et P:. Il est disposé 
parallèlement à la vitesse du 
mouvement de la Terre sur l’or- 
bite. Si la lumière se propage à 
travers l’éther immobile, l'éclat 
de lumière chemine vers P, avec 
la vitesse c + V'et vers P, avec 
la vitesse c — V. Par consé- 
quent, la lumière atteint P: 
avant P»:. 


que de l’expérience qui se base sur les 
interférences de la lumière. Cette 
expérience aurait décelé le mouvement 
de la Terre par rapport à l’éther si la 
lumière cheminait vraiment dans 
l’éther qui, lui, serait au repos dans 
le système héliocentrique. 

Le schéma de l’expérience de Mi- 
chelson réalisée en 1881 d’après l’idée 
de Maxwell est représenté sur la fig. 7. 
Un faisceau lumineux issu de la sour- 


ce Z tombe sur une glace P légèrement 
argentée et semi-transparente. Une partie du faisceau se réfléchit tan- 
dis que l’autre partie traverse la glace. L'appareil de Michelson (qu'on 
appelle maintenant interféromètre de Nichelson) est muni de deux 
miroirs S, et S, dont la disposition est indiquée sur la figure ; les 
distances L, et L2 séparent les miroirs de la glace P. Toutes les 
parties de l’interféromètre sont rigidement fixées sur une plaque 
lourde flottant dans le mercure afin de pouvoir tourner doucement 
le système tout entier. 
Lorsque le rayon issu de la source tombe sur la glace, il se sépare 
en deux rayons: le rayon J dirigé vers le miroir S, et le rayon 
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Fig. 7, a) Vue d'ensemble de l’interféromètre de Michelson. b) Schéma de prin- 
cipe de 1’expérience de Michelson. Le rayon lumineux issu de la source Z se sépa- 
re sur la glace P semi-transparente en deux rayons Z et 2 dirigés parallèlement et 
perpendiculairement au mouvement orbital de la Terre. La vitesse du mouve- 
ment de la Terre est marquée par une flèche et par la lettre V. Les rayons Z et 
2, réfléchis sur les miroirs S1 et S2 respectivement retournent à la glace P. 
Après la réflexion et la réfraction, deux rayons prennent la direction 3 en inter- 
férant. L'étape cruciale de l’expérience, c'est lä rotation de tout l’appareil de 
90° ; le rayon 1 prend maintenant la direction du mouvement de la Terre, le 
rayon 2 est perpendiculaire au mouvement. Si la lumière s'était propagée dans 
l’éther immobile, la différence optique de propagation des rayons 7 et 2 aurait 
changé en affectant les interférences observées dans la direction 3 (les franges 
se seraient déplacées). L'expérience n'a donné aucun déplacement des franges. 


dirigé vers le miroir S,. Chaque rayon, après avoir atteint le miroir 
correspondant, retourne à la glace P. Grâce à la semi-transparence de 
celle-ci, une certaine partie de la lumière de chacun de ces rayons se 


3—039 
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propage suivant la direction #. Puisque chacun des deux rayons 1 
et 2 représente une fraction du rayon primitif, les rayons 1 et 2 
empruntant la direction $ sont cohérents et peuvent interférer. Si la 
différence de phase de ces rayons est nulle, ils s’amplifieront ; si la 


différence de phase est égale à +, ils s’affaibliront. Si les bras Z, 
et L: de l’interféromètre sont égaux et que le dispositif soit au repos 
dans l’éther, les temps aller et retour que mettent les rayons J et 2 
pour parcourir les distances entre la glace et les miroirs seront les 
mêmes. Mais, si le dispositif se déplace par rapport à l’éther, les 
temps seront différents. Etudions donc le cas où le dispositif se 
meut relativement à l’éther avec une vitesse V. 

Trouvons le temps aller et retour du rayon 2 entre P et S,. Comme 
la vitesse de la lumière dans l’éther est c et le miroir S, se meut avec 
la vitesse V par rapport à l’éther (la lumière « rattrape » le miroir), 
alors le temps mis pour la propagation à droite, jusqu’à S:, que 
nous désignons par £,, est égal à: 


’ Lo 
Lo —= er + 


Le temps que met la lumière pour couvrir la distance S:P (la 
lumière chemine vers la glace qui va en sens inverse) £ est égal à: 


CES L, 
Rey 

Le temps total aller et retour que met le rayon 2 pour parcourir 
la distance entre P et S: est égal à: 


ie Ds. Os A 
BRAS Ton € à ne 
—— 
Trouvons maintenant le temps t; au bout duquel le rayon 7 
couvrira la distance de P à S:. Pendant le temps £ le miroir S, 
se déplacera de Vr; et la lumière couvrira suivant l’hypoténuse du 


triangle PSP" la distance ct;. Il vient du triangle rectangle : 


(ct) = Li+(Vi?, 
d’où 
Li z; 
A _— 


Lay { 
V/c2— V2 ir 
C2 


? 
l, — 


Comme Île retour de la lumière de S; à la glace en position P’ 
s'effectue suivant l’hypoténuse SP’ du triangle égal au triangle 
PSP”, le temps aller et retour #, du rayon 1 entre P et S, est égal à 
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24, c.-à-d.: 


2L: 1 
ls a 
C V2 
2 
Les temps t, et t, se distinguent par le facteur a, Ce 


V2 
4 e 
dernier indique la variation du temps due au mouvement de l’appa- 
reil; la variation de l'intervalle de temps lors du mouvement par 
rapport à l’éther n’est pas identique même au cas où L, = La. 

L'expérience se réalise de telle sorte que le bras de l’interféro- 
mètre soit orienté parallèlement à la direction du mouvement orbital 
de la Terre (c’est facile à réaliser à n'importe quel instant d’après 
les données astronomiques). L'expérience est toujours effectuée en 
présence du vent d’éther car la Terre est incessamment en mouvement 
par rapport à celui-ci (d’après l’hypothèse). Par conséquent, il 
s'avère impossible de comparer les interférences « sans le vent d'’é- 
ther » à celles « avec le vent ». La disposition du bras PS, suivant 
la vitesse orbitale V définit les franges d’interférence, c.-à-d. la 
succession de raies claires et sombres. Pourquoi justement l’alterna- 
tion de raies? Remarquez que les franges ne s’obtiennent qu'avec 
un faisceau légèrement divergent issu de la source. Pour plus de 
détails, on peut s'adresser aux ouvrages suivants: Physical optics, 
By Robert W. Wood, 3d. ed. [Reprint], New York, Macmillan, 
1943 ou G. Landsberg Optique. 

Peut-on déceler d’après les interférences s’il y a la différence 
entre les temps £, et t:? Même si cela était possible, il aurait fallu 
atteindre une égalité exacte des bras L, et L,. Comme pratiquement 
on n’est pas en mesure de les rendre égaux, il faut éliminer l'influence 
de l’inégalité des bras. Le procédé suivant permet de contourner cette 
difficulté dans l’expérience de Michelson. On tourne tout l’ensemble 
de l’appareil de 90° de façon que les bras du dispositif changent de 
place. Sous ces conditions, seul le mouvement par rapport à l’éther 
est responsable de l'inégalité des intervalles de temps #, et £», qui 
est définie par le déplacement des franges d’interférence lors de la 
rotation du système. 

Michelson aurait décelé un « vent d’éther » ayant la vitesse de 
10 km/s. Tous les physiciens qui furent au courant de l’expérience 
en préparation ne doutèrent point que l’éther se ferait signaler. 
Or, on n’eut aucune preuve de son existence. L’expérience de Michel- 
son fut reprise maintes fois avec une précision toujours croissante ; 
de nos jours, on pourrait déceler un « vent » ayant une vitesse de 
30 m/s, mais le résultat obtenu par Michelson, ou, comme on dit 
souvent, le résultat négatif de l’expérience de Michelson, demeure 
immuable. Ainsi, sa véracité n’est plus douteuse. 
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Une fois les physiciens convaincus par la mise correcte de l’expé- 
rience (elle fut effectuée pour la première fois en 1881), ils se crurent 
obligés de chercher l'interprétation théorique de son résultat. De 
1881 à 1905, plusieurs hypothèses furent émises qui permettaient 
d'expliquer le résultat de Michelson. D’après la première hypothèse, 
celle de Lorentz et Fitzgerald, tous les corps se mouvant par rapport 


2 
à l’éther immobile se contractent de V 1— Z fois dans le sens de 


leur mouvement (« contraction de Fitzgerald-Lorentz »). Cette hypo- 
thèse aspirait à garder intact le système de référence privilégié. Bien 
que celle-ci ait expliqué le résultat de Michelson, d’autres conséquen- 
ces qui en découlaient et dont la validité n'aurait pu être justifiée que 
par l’expérience spéciale n'étaient pas confirmées par celle-ci (voir 
Panofsky et Phillips, Classical electricity and magnetism, Addison 
Wesley). 

Selon la seconde hypothèse, tous les corps mouvants «entraî- 
nent » l’éther avec eux. Pourtant, comme nous avons déjà vu, l’aber- 
ration de la lumière ne « concorde » qu'avec l’éther « immobile dans 
le système héliocentrique ». En outre, l’expérience posée par Fizeau 
(voir la page 71 où l’on traite de l’interprétation de cette expérience 
en Relativité) prouva que l’éther «s’entraînait » partiellement. 
Seuls ces deux faits faisaient renoncer au système de référence pri- 
vilégié. 

La troisième hypothèse soutenait l’idée que la vitesse constante 
c de la lumière se rapportait non pas au système de référence mais 
à la source lumineuse (théories balistiques ou d'émission). La vitesse 
de la lumière fut toujours considérée comme constante et ne dépen- 
dant pas du mouvement du milieu dans lequel elle se propageait. 
Pour l'observateur par rapport auquel la source est en mouvement, 
la vitesse de la lumière se compose vectoriellement avec celle de la 
source. Des théories balistiques expliquent le résultat de l’expé- 
rience de Michelson mais les résultats des observations des étoiles 
doubles firent écrouler cette théorie (cf. Panofsky et Phillips). 

Nous voudrions attirer l’attention des lecteurs sur le tableau 14.2 
du livre cité de Panofsky et Phillips (nous ne le présentons pas ici 
car il exige une longue explication) où sont confrontées les expé- 
riences mécaniques, électrodynamiques et optiques à la théorie 
d'éther, d'émission et de relativité. Un tableau vraiment instruc- 
tif! 

En 1905 apparaît l’ouvrage d’Eintsein intitulé « Sur l’électrody- 
namique des corps en mouvement ». La théorie de la Relativité 
restreinte y fut presque toute élaborée. La Relativité restreinte 
expliqua d’une façon naturelle non seulement le résultat de l’expé- 
rience de Michelson mais donna l'interprétation correcte de tous 
les phénomènes connus de la mécanique, de l’électrodynamique et 
de l'optique. Aucun fait expérimental ne la contredisait. En antici- 


Introduction 37 


pant, résumons les principaux concepts des trois théories mention- 
nées dans le schéma ci-dessous : 


; _— | Théorie Théorie classique Relativité 

Questions principales d'émission d’éther restreinte 
Le référentiel privilégié, | Non Oui; l’éther im- | Non 
existe-il ? mobile 
La vitesse de la lumière, | Oui Non Non 
dépend-elle du mouve- 
ment de la source ? 
L'espace et le temps, sont- | Non Non Oui 
ils liés entre eux ? 
D'’aprés quelle loi se | Transformation | Transformation Transforma- 
transforment les coordon- | de Galilée de Galilée tion de Lo- 
nées d’un événement en rentz 


passant d’un système 
d'inertie à un autre ? 


Même l’analyse très superficielle de ce schéma démontre combien 
a évolué la science avec la Relativité restreinte. Bien plus la Rela- 
tivité restreinte aboutit aux conclusions absolument nouvelles 
dont l'existence n'était même pas mentionnée dans la mécanique 
classique (l’énergie au repos, par exemple). Einstein fut à un tel 
point original dans la Relativité restreinte que, comme il a remarqué 
dans une de ses conversations, il n’était même pas au courant de 
l'expérience de Michelson, et si même il l’avait sue, il ne se doute- 
rait point, d’après ses propres paroles, du résultat [R. S. Shankland, 
Talks With Albert Einstein, Amer. J. Phys. 31, 47 (1963)1. Cela 
ressort d’une façon encore plus manifeste d’une lettre d’Einstein 
récemment découverte [G. Holton, Einstein and the « Crucial Expe- 
riment » Amer. J. Phys. 37, 968 (1969)]. 

Avant d'entrer dans le vif du sujet, citons quelques expériences 
récentes. 

Michelson fut déjà capable, dans ses premières expériences, de 
déceler la variation de la vitesse de la lumière lors du changement 
de sa direction par rapport à celle du mouvement de la Terre jusqu’à 
150 mm/s. Les chercheurs qui refirent ces expériences plus tard 
détecteraient cette variation jusqu’à 15 mm/s. L'utilisation des 
lasers dans le même but la découvrirait jusqu'à 0,03 mm/s. Pourtant, 
pour l'observateur en mouvement, la variation de la vitesse de la 
lumière ne fut pas mise en évidence. 

On démontra que la vitesse de la lumière dans le vide était indé- 
pendante du mouvement de la source. L'une des expériences fut 
faite avec le Soleil — source extraterrestre (A. Bontch-Brouévitch, 
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1956). Si la vitesse de la lumière dépendait du mouvement de la 
source, on aurait alors obtenu, du fait de la rotation du Soleil, des 
valeurs différentes de la vitesse de la lumière issue des extrémités du 
diamètre équatorial du Soleil. En observant les interférences de la 
lumière issue de ces points, il serait possible d’en tirer l'indication 
sur l'inégalité des vitesses. Mais l'expérience ne donna rien. Une 
autre expérience, de laboratoire cette fois, consistait en comparaison 
des temps mis au parcours par des quanta y d’une distance détermi- 
née, les quanta y étant issus des sources mobiles et immobiles 
(noyaux radioactifs). Une nouvelle confirmation de l'indépendance 
de la vitesse de la lumière du mouvement de la source. 

Dans les années 1962-64, les travaux de Cantor prétendaient 
découvrir le résultat contraire. Mais ses conclusions se sont avérées 
erronées. 

Malgré la précision de plus en plus grande de l'expérience, il 
n’y a aucune indication sur l'existence d’un système de référence 
privilégié ni sur la dépendance de la vitesse de la lumière dans le 
vide des référentiels d'inertie choisis. 


CHAPITRE II 


LE CONTINUUM D’'ESPACE-TEMPS D'EINSTEIN 
ET DE MINKOWSKI. TRANSFORMATION DE LORENTZ 


9. Construction du système de référence dans les systèmes 
d'inertie. La constance de la vitesse de la lumière dans le vide dans 
tous les référenticls d'inertie nous permet d'indiquer la recette 
générale du repérage spatial et de la synchronisation des horloges 
dans ces systèmes. 

Formulons en gros le problème qui est posé. Soient Æ et X” deux 
référentiels d'inertie. Un événement À est considéré du point de 
vue de ces deux référentiels. On entend par coordonnées d’un événe- 
ment trois coordonnées spatiales (x, y, z) du point avec lequel cet 
événement coïncide et l'instant é auquel cet événement a lieu. 
Soient (x, y, 4, t) les coordonnées de l'événement À dans le systè- 
me X et (x”, y", z', t’) les coordonnées du même événement À dans le 
système X”. Quelle est la relation entre les coordonnées de l’événe- 
ment À dans les systèmes Æ et K°'? 

Avant d'aborder ce problème essentiel, il faut savoir s’il est 
possible de trouver le procédé universel de la construction du réfé- 
rentiel pour tous les référentiels d'inertie, ce qui est nécessaire 
vu leur équivalence. Nous savons qu’un système de référence est 
considéré comme établi lorsque chaque point de l’espace est fixé 
par trois repères spatiaux (coordonnées cartésiennes x, y, 2) et est 
muni d'une horloge. Pour chaque référentiel d'inertie, le système 
de coordonnées de Descartes s'établit de la façon suivante. Avant 
tout, il faut fixer l'origine de référence. Pour cela, on choisit un 
corps matériel quelconque dont le centre d’inertie peut servir d’ori- 
gine de référence. Ensuite on trace trois axes de coordonnées perpendi- 
culaires. Chaque axe est muni d’une échelle unitaire rigide (pour 
simplifier, prenons pour tous les trois axes une seule échelle unitai- 
re). La distance de l’origine jusqu’au point de projection sur l’axe 
correspondant est déterminée par l’application de cette échelle rigi- 
de. Les horloges utilisées doivent marcher exactement au même 
rythme permanent et posséder une origine de référence commune. 
Autrement il ne serait plus possible de confronter les temps des 
événements en des points différents de l’espace. L’arrangement des 
horloges pour qu'elles possèdent la même origine de référence dans 
le référentiel d'inertie donné s’appelle synchronisation des horloges 
dans ce système. Une telle synchronisation s'effectue de la manière 
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suivante. Envisageons le cas le plus simple, celui de la synchronisa- 
tion des horloges fixées le long de l’axe des x. D'abord, on les met 
aux points dont les coordonnées cartésiennes sont déjà connues. En- 
suite l’origine de référence (4 — 0) est rattachée à l'éclat de lumière 
ou au signal radio. Dans le vide, la lumière et les signaux radio se 
propagent à la même vitesse c. Le moment où le signal arrive dans 
le point donné coïncide avec une certaine indication de l'horloge qui 
servira de nouvelle origine de temps (non nulle). Par définition, 
l’origine de référence de chaque point est rattachée à l’instant de 
temps { — x/c dans le système en question. C’est exactement le temps 
que mettra le signal pour couvrir la distance entre l’origine de réfé- 
rence et le point x. 

Notons que, selon la règle admise dans la Relativité restreinte 
pour la synchronisation des horloges, tous les événements qui coïnci- 
dent avec l’arrivée du signal lumineux (onde) émis d'un point 
arbitraire de l’espace s’avèrent simultanés. Naturellement, tous ces 
événements sont portés par le même front sphérique de l’onde lumi- 
neuse. 

Ce procédé de synchronisation est admis pour tout référentiel 
d'inertie, car la vitesse de la lumière dans le vide a la même valeur 
dans tous ces systèmes. Ajoutons qu'avec le choix des transforma- 
tions des coordonnées et du temps, qu’on emploie ici [voir plus bas 
les formules (8)], on sous-entend l'égalité des échelles de longueurs et 
des unités de temps pour tous les référentiels d'inertie. Deux événe- 
ments dans les différents points de l’espace sont considérés comme 
simultanés dans le référentiel donné s'ils ont lieu, d’après les indica- 
tions des horloges synchronisées situées dans ces mêmes points, en 
même temps. 


10. Postulats d’Einstein comme principes fondamentaux de la 
Relativité restreinte. Pour obtenir les lois de transformation des 
coordonnées d’un événement lors du passage d’un référentiel d’iner- 
tie à un autre, il suffit d'admettre deux affirmations connues sous 
le nom de postulats d'Einstein. Le postulat signifie habituellement 
une proposition qui est indémontrable ; les « postulats d’Einstein » 
en font un cas spécial, car ils se vérifient expérimentalement. Ils 
permettent non seulement d'interpréter des résultats expérimentaux 
mais aussi sont-ils riches en conséquences importantes. Avant tout 
formulons ces postulats pour en tirer ensuite des conséquences immé- 
diates. 

1. Tous les phénomènes physiques se déroulent identiquement 
dans les référentiels d'inertie si les conditions initiales sont les mêmes. 
Autrement dit, on ne peut distinguer parmi tous les référentiels 
d'inertie un système privilégié et il est également impossible de 
déceler le mouvement absolu. Ce postulat n’est autre que le principe 
de relativité galiléen étendu à tous les phénomènes de la nature. 


Le continuum d'’espace-temps d’Einstein et de Minkowski 4€ 


2. La vitesse de la lumière dans le vide est constante pour tous 
les référentiels d'inertie dans toutes les directions et ne dépend ni 
de la vitesse de la source, ni de la vitesse de l'observateur. 

Le premier postulat réduit à néant l’idée de l’éther et de l’espace 
absolu. Si tous les référentiels d'inertie sont équivalents, le système 
de référence absolu n'existe pas, et l’éther qui ne peut être simulta- 
nément lié à tous les référentiels d'inertie n'existe non plus. Ce postu- 
lat met fin à l’existence de l’espace « absolu » de Newton en tant 
que référentiel privilégié. 

On pourrait formuler le second postulat de façon plus laconique 
en disant que la vitesse de la lumière dans le vide reste invariante 
dans tous les référentiels d'inertie. En effet, admettons que la source: 
de la lumière soit animée d’un mouvement uniforme et rectiligne. 
Rattachons-y le système X. Pour ce système, la vitesse de la lumière- 
dans le vide est égale à c, donc, il en est de même pour tout autre 
système. Si c’est l'observateur qui se déplace d’un mouvement recti- 
ligne et uniforme, cela correspond également au passage d’un réfé- 
rentiel d'inertie à un autre. Pourtant, afin de mettre en relief 
l'indépendance de la vitesse de la lumière dans le vide du mouvement. 
de la source et de l’observateur, nous avons spécialement souligné: 
ce point dans l'énoncé ci-dessus. 

Aux postulats d’'Einstein peut être associée une certaine trans- 
formation des coordonnées et du temps lors du passage d’un système: 
d'inertie à un autre. Cette transformation est dite transformation de: 
Lorentz. Des conséquences qui en découlent paraissent souvent para- 
doxales («réduction des longueurs des échelles », «ralentissement 
du temps »). Il n’est pourtant pas nécessaire de les tirer de la trans- 
formation de Lorentz, car elles se déduisent directement des postulats 
d’'Einstein. Ces résultats « paradoxaux » se mettent en évidence à 
l’aide de quelques expériences idéalisées. Ces dernières jouent un 
rôle important dans l'argumentation de la Relativité restreinte ; 
ce sont des expériences imaginées dont la réalisation pratique n’est 
absolument pas obligatoire. Au fond, ce ne sont que de simples 
raisonnements qui permettent de tirer des conclusions des condi- 
tions données *). Exposons quelques-unes de ces expériences dont 
les résultats seront obtenus encore une fois lors de l’étude de la 
transformation de Lorentz. 


11. Quelques expériences idéalisées. Prenons comme d’habi- 
tude deux référentiels d'inertie X et K’, dont le mouvement relatif 


*) On peut trouver des expériences idéalisées (Gedankenexperimente) non 
seulement dans la Relativité restreinte. Comme exemple on peut citer la dis- 
cussion de N. Bohr avec A. Einstein concernant la mécanique des quanta, qui 
abonde en « expériences idéalisées » [Niels Bohr, Discussion With Einstein on 
epistemological problems in atomic physics, The Library of Living Philosophers, 
Albert Einstein: Philosopher-Scientister, p. 201 (1949)]. 
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est dirigé le long de l’axe commun des x, x’. À l'instant initial 
t — t" — 0, les axes des deux systèmes coïncident. Nous avons déjà 
vu que le temps { du système XÀ différait du temps {’ du système X”. 

a) La comparaison des longueurs des règles parallèles disposées 
perpendiculairement à la direction du mouvement relatif des deux 
référentiels d'inertie. 

Prenons des règles d’une égale longueur pour chacun des réfé- 
rentiels XÀ et Æ”', ce qui n’est pas difficile à faire vu que K et K 
sont physiquement équivalents. Choisissant pour unité de longueur 
la longueur d'onde de l’émission d’un certain atome on peut prendre 

jt _— l’une de ses valeurs multiples pour 

À la longueur d’une règle. Ce procédé 
doit être universel pour tous les réfé- 
rentiels d'inertie. Dans chaque système 
plaçons sa règle sur l’axe des y cor- 
respondant. La longueur de la règle 
mesurée dans le système où elle est au 
repos s'appelle longueur propre. Consi- 
Fig. 8. Expérience idéalisée per-  dérons deux règles égales B°C" et BC 
mettant d'établir que la lon- (fig. 8). Dans chaque système de réfé- 
gueur des règles disposées per- rence il est possible de trouver les mi- 


pendiculairement à la direction Jjeux des règles que nous marquons 
du mouvement relatif des systè- 


mes de coordonnées reste lamé- Par À et À”. Supposons que les règles 
me par rapport à tout système se meuvent de façon qu’à la coïncidence 
de référence d’inertie. des axes des yet y’ les points À et À’ 

se confondent. Les systèmes Æ et X 
sont géométriquement identiques à un instant £{ — {” — 0. Quelle 
est la longueur de la règle BC” mesurée par l'observateur du système 
K et quelle est la longueur de la règle BC mesurée par l'observateur 
du système Æ'? Chacun des observateurs marque dans son système 
simultanément les positions de l’origine et de la fin de la règle qui 
passe devant lui. Dans le cas considéré on établit aisément la simul- 
tanéité de la façon suivante. Depuis les points C” et B”, quand ils se 
trouvent sur l’axe des y, les signaux lumineux sont envoyés vers le 
point À’. Puisque, dans le système Æ”, les segments A'C” et B'4' 
sont égaux et la vitesse de la lumière c est constante, les signaux 
arriveront simultanément dans le point A4’. Il s'ensuit que, dans 
le système X”, les points B’ et C’ couperont simultanément l’axe 
des y. De même, du point de vue du système K, les points Cet B 
couperont simultanément l’axe des y’. Comme les points C, B, C”, B’ 
coïncident avec les axes des y et y’ à l'instant initial £ — & — 0, 
cela veut dire que les points Cet B, ainsi que les points C” et B”, 
passent simultanément dans les deux systèmes par les axes des y 
et des y respectivement. Ainsi, dans les deux systèmes, le temps 
d'observation des extrémités des deux règles est le même et, par 
conséquent, les observateurs des deux systèmes peuvent comparer 
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leurs résultats. Si CB > C'B' ou, inversement, C'B' = CB, les 
systèmes de référence X et K” ne sont plus équivalents, ce qui est 
impossible en vertu de l'hypothèse sur l’équivalence de tous les 
référentiels d'inertie. Les observateurs de ÆÀ et Æ' ne peuvent donc 
constater que l'égalité CB — C'B'. 

En résumé, les longueurs (et les unités de longueur) dans la direc- 
tion perpendiculaire à celle du mouvement relatif restent les mêmes 
par rapport à tout système de référence. Cela signifie, en outre, que 
les coordonnées des points, elles aussi, ne changent pas s'ils sont 
situés sur les axes perpendiculaires à la direction du mouvement. Il 
en découle que ce cas peut satisfaire à la transformation de Galilée : 


VU T'en (1) 


b) La comparaison des rythmes des horloges des systèmes Æ 
et X”. 

En étudiant les rythmes des horloges dans les systèmes X et X’ 
qui se déplacent l’un par rapport à l’autre, on est obligé de comparer 
les indications d'une seule horloge dans un système: avec celles de 
plusieurs horloges en un autre système, puisque deux horloges appar- 
tenant aux systèmes différents ne peuvent se trouver en un même 
point qu’à un seul instant bien déterminé. L’un des systèmes doit 
posséder deux horloges au minimum que l’on suppose synchronisées 
par le procédé indiqué au paragraphe 9. Comparons une horloge du 
système K’ avec deux horloges du système X. 

Plaçons à l’origine O”’ du système Æ” une horloge et une source 
de lumière (fig. 9, a). À la distance z, de la source (et de l’horloge) 
sur l’axe des z’, on installe un miroir perpendiculairement à la direc- 
tion du mouvement relatif. Le signal lumineux envoyé par la 
source se dirige vers le miroir, d’où, réfléchi, il retourne dans le 
point O0’ dans un intervalle de temps Af = 2z//c. L'observateur du 
système À trouvera que ces deux événements (l'émission de la lumière 
du point O’ et l’arrivée de la lumière au point O’) auront lieu déjà 
dans les points différents O et B (fig. 9, b). Dans X, l'intervalle de 
temps At séparant les deux événements sera mesuré maintenant par 
deux horloges distantes de V At le long de la direction du mouve- 
ment. Dans tous les systèmes de référence, la vitesse de la lumière 
est égale à c, c'est pourquoi, en divisant les longueurs des côtés laté- 
raux du triangle OAB par la vitesse c, nous obtenons At sous forme 


implicite (fig. 9, c): 
| M2 2+()e 


En tirant At de cette équation, on a: 
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Fig. 9. Expérience idéalisée qui prou- 
ve que l'intervalle de temps propre 
entre deux événements est toujours 
inférieur à celui fixé par deux horloges 
de tout autre référentiel (expérience 
avec l'horloge « lumineuse »). a) Cal- 
cul de l'intervalle de temps propre 
entre les moments d'émission et de ré- 
ception du signal lumineux à l’origine 
O' du système de coordonnées. b) Cal- 
cul de l'intervalle de temps entre les 
mêmes événements dans X, par rapport 
auquel se meuvent la source et le mi- 
roir. c) Calcul du trajet de la lumière 
dans le système de référence X. 


Comme z, = Z,, alors: 
At At’ 


V2 BB? 
it VITE 
où B = V/c. Dansle système X", 
les deux événements ont eu lieu 
en un même point et, par consé- 
quent, ont été mesurés par une 
même horloge. L'’intervalle de 
temps qui sépare les événements 
mesuré par la même horloge (ce 
qui signifie que les événements 
ont eu lieu en un même point) 
est appelé intervalle de temps 
propre pour ces événements. Bien 
entendu, un intervalle de temps 
n’est plus propre si ses moments 
initial et final sont fixés dans les 
points différents et, par consé- 
quent, à l’aide des horloges diffé- 
rentes. Dans le cas présent, l’inter- 
valle de temps propre est Af'. Il 
suit de la formule (2) que le temps 
At’ mesuré par l’observateur im- 
mobile dans Æ” est inférieur au 
temps At. On parle alors du ra- 
lentissement du temps; ce fait 
fera l’objet de l'étude ultérieure 
(voir page 66). Pour l'instant 
nous soulignons que le rythme 
du temps propre n’est défini que 
par la nature physique de l’hor- 
loge choisie, par exemple par la 
fréquence des oscillations de 
l’atome d’un élément quelconque 
ou bien par la demi-vie d’une 
substance. radioactive dûment 
choisie. 

c) La comparaison des lon- 
oueurs des règles disposées paral- 
lèlement à la vitesse relative. 

Supposons que, dans le systè- 
me À, il yait une règle au repos 


confondue avec l’axe des x. Désignons la longueur de la règle dans 
ce système par }, (longueur propre de la règle). En général, pour 
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déterminer la longueur de la règle par rapport à tout système de 
référence, il faut fixer simultanément dans ce système les coordon- 
nées de l’origine et de la fin de la règle. Pour le système Æ où la 
règle est au repos la simultanéité est bien évidente. Grâce au fait 
que dans la vie courante on mesure la longueur propre des objets, le 
processus de la mesure de la longueur est simple et consiste en appli- 
cation graduelle de l’échelle. 

S'il s’agit des référentiels d'inertie qui se meuvent l’un par 
rapport à l’autre, la règle n’est au repos que dans un seul référentiel 


Lo 


a) 


Fig. 10. Expérience idéalisée qui permet de découvrir la contraction de la règle 
si sa longueur est mesurée dans le référentiel, par rapport auquel la règle est 
en mouvement uniforme et rectiligne. La règle est parallèle à la vitesse de son 
propre mouvement. a) Mesure de la longueur de la règle qui est au repos en X” 
(longueur « propre » de la règle). b) Mesure de la longueur de la règle dans le 
référentiel, par rapport auquel elle se meut avec la vitesse V. 


et se meut par rapport à tous les autres systèmes. L'application 
directe de l'échelle unitaire n’est plus possible. Utilisons alors le 
procédé valable aussi pour le calcul de la longueur d’une règle se 
mouvant par rapport au système de rélérence. 

Admettons qu'une règle placée sur l’axe des x, soit au repos dans 
le système X°. Posons l'extrémité gauche de la règle à l’origine de 
référence O, où se trouve. aussi la source émettrice Z. Sur l'extrémité 
droite de la règle est placé un miroir S perpendiculaire à l’axe des 
x, (et des x) (fig. 10, a). Envisageons deux événements. Le premier 
consiste en émission à l'instant #{ — to — O0 par la source 7 d’un 
signal lumineux le long de l’axe des x, vers le miroir S. Le second 
événement est défini par ce que le signal lumineux, réfléchi sur le 
miroir S, revient à l’extrémité gauche de la règle, c.-à-d. au point O5. 
Les deux événements sont observés en O, à l’aide d’une seule hor- 
loge. C’est pourquoi l'intervalle de temps entre eux est celui de temps 
propre At, qu'on peut évidemment mettre sous la forme 


Ato = #0 . (3) 
Pour l'observateur dans le système ÆX, ces deux événements 


se présentent autrement (fig. 10, b). A l'instant de l'émission du 
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signal, la source 7 du système XÆ se trouve en O, tandis que le miroir 
S occupe la position S;. Au moment de réflexion le miroir S se 
trouvera en S$, et la source au point /,. Au moment ‘d'arrivée du 
signal, réfléchi sur le miroir S, à l’extrémité gauche de la barre, la 
source sera située au point /2. Les moments de temps correspondant 
au premier et au second événement sont fixés, dans le système X, 
aux points différents et, par conséquent, par les horloges différen- 
tes. Ceci signifie que l'intervalle de temps At entre ces événements 
se détermine conformément à (2). 

La longueur de la règle dans le système X (désignons-la par L) 
demeure inconnue mais toujours invariable, d’où ZS, — Z,S,. Le 
point S, se meut vers le point S, à la vitesse V du système de coordon- 
nées, tandis que la lumière se propage, de Z à S,, à la vitesse c. Le 
temps que mettra la lumière pour couvrir la distance IS, est égal 
à IS 2/c. Pendant ce temps, le miroir S parcourra la distance V(ZS./c). 
Par conséquent, 


d’où 


Pour le trajet de retour 


PASSES EE CC 


C 


d’où 
l 


BSr=T . 


Donc, l’intervalle de temps entre les événements considérés dans 
est égal à 


RC 
Ai C 7 c({—B2) 
Or, 
Ato=}Y 1—B?.Ai, 


ÂAto étant défini par (3). C'est pourquoi nous obtenons immédiate- 
ment 


QE LE VI = LV TBE. (4) 
La formule (4) traduit la variation de la longueur de la règle quand 
on passe du référentiel propre à tout autre référentiel d'inertie. Elle 
définit la « contraction de Lorentz ». La formule (4) n’est pas symé- 
trique par rapport aux longueurs L et L,, car elle établit la relation 
entre la longueur propre /, de la règle (dans le système X®) et la 
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longueur À dans tout autre système Æ. Ce résultat est étudié d’une 
façon plus détaillée au paragraphe 16. 

Soulignons une fois de plus que toutes les expériences idéalisées 
envisagées ont pour base deux postulats d’Einstein et se rap- 
portent donc à la Relativité restreinte. 


12. Formules de Lorentz. Il nous faut trouver les formules qui 
permettraient, d’après les coordonnées (x, y, z, t) d’un événement, 
par rapport au système Æ, de déterminer les coordonnées (x’, y”, 
z', t') du même événement dans le système X”’. Ces transformations. 
doivent satisfaire aux postulats d’'Einstein. 

Il découle de l’homogénéité de l’espace et du temps dans tous 
les référentiels d'inertie que la relation entre les coordonnées de 
l'événement dans les systèmes X et K' est linéaire. En effet, ce n’est 
que sous ces conditions que la transposition de l’origine des espaces 


et du temps dans K (x — x + xo, y = y + yo, 2 —=2 + 20, t—=t+to) 
amène le changement, commun à tous les points, de l’origine des 
espaces et du temps dans le système X. 

Nous utilisons la disposition usuelle des systèmes de référence 
(voir fig. {) : la vitesse relative de X et K' est dirigée le long de l’axe 
commun des x, «'; les axes des y et z sont parallèles aux axes des 
y" et z’ respectivement. Au moment # — #’ — 0, ces axes sont con- 
fondus. La vitesse de X" par rapport à K est égale à V. L’axe des x 
est l’intersection des plans y — 0, z — 0; si les axes des x et x” 
coïncident, alors la condition y — 0, z = O0 a pour conséquence 
y" = O et 7° — 0. Aïnsi, les formules de transformation pour y 
et z doivent avoir la forme suivante : 


y =az+$fy, 2 '=7yy+ô2, 

où &, BP, y, Ô sont des constantes. Comme les rotations spatiales pures 
des axes de coordonnées ne sont pas essentielles pour la description 
des phénomènes physiques, on peut les éliminer et exiger, comme 
nous l'avons fait d’ailleurs, que le plan y — 0 se transforme en 
plan y = O0 et le plan z — 0 en plan z° — 0. Ainsi donc, on peut. 
poser y" — fy, z° — Ôz; toutefois, en vertu de l’équivalence des 
directions y et z (l’espace est isotrope et la vitesse relative des réfé- 
rentiels suit l’axe des x, x’), il faut admettre que B — 6. Donc, 


y = fy, 2 — fz. 
Envisageons dans ÆÀ une règle de mesure unité sur l’axe des y (les 
coordonnées de ses extrémités sont égales à y, — 0, y — 1). En 
K” on aurait y, = 0, y, — f et la longueur L' = y; — y; — $. Si la 
règle de mesure unité est considérée en X’ sur l’axe des y’ (y; = 0, 
Y, = 1), nous aurions trouvé que les coordonnées de ses extrémités 
sont, par rapport à Æ, égales à y; —0, ya — 1/8 et la longueur à 


D = ys — y = 1/8. 


48 Théorie de la Relativité restreinte 


Ainsi, la longueur, dans le système X, d’une règle de mesure 
unité par rapport au système À sera égale à B, tandis que celle, dans 
le système X’, d’une règle de mesure unité par rapport au système Æ 
sera égale à 1/8. Etant donné l’équivalence de tous les référentiels 
d'inertie, un tel résultat n’est pas admissible et il faut donc poser 
6 — 1. Alors, 

Fe y’, Z — z’, 
ce qui découle directement des postulats d’Einstein (voir le para- 
graphe 11). 

Recherchons maintenant les formules de transformation pour 
x et t. Le point x’ — 0 (point O0”) se meut le long de l’axe des x à 
la vitesse V et l'équation x’ — 0 est équivalente à l’équation x = 
— Vt. De façon analogue, l'équation x — 0 est équivalente à x — 
— — Vi". Par conséquent, 


x" = [" (x — Vi), (5) 
z—=[(zx + VE). (6) 


Les facteurs [et l' sont déterminés ci-dessous et ils ne dépendent 
que de la valeur absolue de la vitesse V. 

Il est facile de s'assurer que F — T”. En effet, soit L, la longueur 
propre de l'échelle dans X. Mettons l’une de ses extrémités à l’origine 
de Æ. Alors, les coordonnées de ses extrémités seront respectivement 
Zi = 0, &o = lo. A l'instant { — {” — 0 (rappelons qu’à cet instant 
K et K' coïncident géométriquement) x; — 0, x; — l/l conformé- 
ment à (6). Donc, la longueur de l'échelle, relativement à Æ”, est 
égale à L' — x, — x, — l/T. Prenons l'échelle de la même longueur 
qui est immobile dans le système X”. Alors les coordonnées de ses 
extrémités seront égales à x, = 0, x, = lo. À l'instant { — 0, les 
coordonnées de ses extrémités, relativement au système XÆ, seront 
déjà égales à x, — 0 et x — lo/T”' conformément à (5). Par consé- 
quent, sa longueur est égale à ? — x — x, — lo/T", c.-à-d. qu'elle 
s’est donc contractée de [” fois. Mais les deux systèmes X et K 
sont équivalents ; leur vitesse relative étant la même, il en est de 
même de la contraction et F — I”. Le sens des raisonnements qui 
ont abouti à ce résultat est simple : la contraction de Lorentz des 
échelles est la même pour tous les référentiels d'inertie. 

Maintenant trouvons la valeur de I. Comme les systèmes X 
et X” sont en mouvement relatif, [ ne peut dépendre que de la 
valeur absolue de V. Utilisons le postulat sur la constance de Ia 
vitesse de la lumière dans le vide dans tous les référentiels d'inertie. 
A l'instant { — #’ — 0 (lorsque les origines O et O0” des deux systè- 
mes coïncident), on émet le signal lumineux à partir de l’origine 
commune. Supposons qu’un événement consiste en arrivée d’un signal 
à un certain moment (£ pour le système XÆ et £{” pour le système X) 
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en un certain point (x pour X et x’ pour Æ”) sur l’axe des x. Dans le 
systeme K, ce point a pour coordonnée x — ct; dans K”, le même 
point possède la coordonnée x’ — ct’. Ces temps et ces coordonnées 


sont liés entre eux par les transformations (5) et (6). Substituant ces 
expressions à x et x” dans (5) et (6), nous obtenons 


ct = Tt(c — V), 
ct = LE (c + V). 


En multipliant membre à membre ces deux relations et en simpli- 
fiant par té’, nous aurons 


CAE ds 


Pour avoir la formule de transformation du temps, tirons #’ 
de (6), compte tenu de (5): 
nr € g _ & l(x—Vi) æ f 1 .. V 
pp tft) = (ro). 
Donc, nous arrivons à la transformation des coordonnées et du temps 
sous la forme 


TV, y=nr=z #=r(i-E:).  @ 


La transformation (8) n’est autre que la transformation de Lorentz. On 
peut la déduire également pour une direction arbitraire de la vitesse relative 
Y de K et K'. En effet, nous avons obtenu la variation des coordonnées dans le 
sens du mouvement et leur invariance dans le sens perpendiculaire au mouve- 
ment. Décomposons le rayon vecteur r d’un point en deux composantes : l’une 
rie parallèle à la direction du mouvement et l’autre iwii”) 


perpendiculaire à cette direction: 
P=T TT 
Alors, il est évident que 
r = T4 "a VPet)=r, +(T—1)7 | —TVt, 


Co om 


En ce qui concerne 7}, celui-ci se définit par multiplication du vecteur uni- 
taire V/V qui suit le mouvement par la projection de 7 sur cette direction, égale 
à r (FIV): 

AUART 

SE F. 
C'est pourquoi 


’ ’ , rV 
r D 8 = +7] +(T—-1)r, —VVit=r+("—-1) V2 V—T Vi, 


&—039 
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Cette équation représente la transformation de Lorentz sous forme vecto- 
rielle pour une direction arbitraire de la vitesse relative; elle se ramène à la 


formule classique (1,2) quand LT —- 1. 


Comme nous devons obtenir la même transformation par une 
autre voie, il semble plus raisonnable de remettre sa discussion à 
plus tard. Cette voie nous amènera aux nouveaux concepts du monde 
physique réel qui est représenté par le continuum quadridimension- 
nel espace-temps et dans lequel se déroulent tous les phénomènes 
de la nature. La Relativité restreinte est donc la théorie de l’espace- 
temps quadridimensionnel qui a une directe signification géométri- 
que. Par son contenu physique et par la possibilité d’une générali- 
sation ultérieure, ce procédé s’est montré extrêmement important 
pour toute notre conception physique du monde et fut le premier 
pas vers la création de la théorie de la gravitation. 


13. Condition générale pour les transformations des coordon- 
nées et du temps. Envisageons une autre expérience idéalisée. 
Soient deux systèmes d'inertie À et X” dans le vide (X” se meut sui- 
vant l’axe commun des x, x" avec la vitesse V). Depuis l’origine de 
référence commune envoyons un signal lumineux à l'instant initial 
t — t — 0 où les deux origines O et O” coïncident par hypothèse. 
Selon le deuxième postulat d’'Einstein, la lumière se propage dans 
toutes les directions dans Æ et K” avec la même vitesse c. Il en découle 
que le front d'ondes (surface des phases égales) représente des sphères 
pour les deux systèmes À et K”.On en tire immédiatement les équa- 


tions de ces sphères : 
Système K Système K" 
ty tr c, xp gr c'2, 


Voici les raisonnements qui nous ont amené à mettre £” au lieu de # 
dans le deuxième membre du système Æ”. Supposons que le temps 
dans les deux systèmes ÆÀ et X” soit le même (4 = f’). Dans ce cas, 
les rayons des sphères seraient égaux (pour le moment donné i). 
Il s'ensuit que le même objet physique, le front d'ondes dans le 
cas présent, serait décrit indifféremment par deux sphères de même 
rayon mais avec les centres en © etO”. Cela est absurde. Donc, l’hy- 
pothèse £ — t’ est fausse. Mettons les deux formules sous la forme 


suivante : 
CE — (x? +z = 0, 
CH? (x2Ly?+z 2) —0. 

Dans cette expérience idéalisée, il s’agit en fait de deux événe- 
ments. Le premier consiste en émission du signal au moment #, — 0 
à partir de l’origine du système de référence x, = 0, y — 0, Z5 — 0 
et le deuxième en arrivée de ce signal en un point arbitraire de la 
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sphère muni des coordonnées x, y, z au moment {. Si l’on compose 
l'expression suivante 


V c? L—to 2 TL — TX ee — Yo)? — 2 — 70) = V C2 — x? — y? — 2? 
y 


dite intervalle entre ces deux événements et désignée par s, le résul- 
tat obtenu peut être formulé de la façon suivante : pour deux événe- 
ments qui consistent en émission depuis un point d’un signal lumi- 
neux et en arrivée de celui-ci en un autre point, le carré de l’inter- 
valle entre ces événements dans tout référentiel doit être égal à zéro: 


S—=0, s?—0. (9) 


Il est évident que l'intervalle entre les événements peut être 
défini non seulement pour l'émission et la réception du rayon lumi- 
neux. Soient x, Yi, 1, t1 les nombres définissant les coordonnées de 
l'événement 1 et Ze, Yo, 29, to Ceux de l’événement 2 ; par définition, 
l'intervalle entre ces événements est égal à : 


S42 — V © (ta — t4)° — (to — T4) — (yo — y) — (22 — z1) , 


S, n'étant pas nul seulement pour les événements arbitraires. 

Il est souvent plus commode de considérer les événements séparés 
par des espaces et des intervalles de temps infiniment petits. Posant 
dans ce cas {9 — dy = dt, Zo — Xi = dx, Ya — Yi = dy, 2 — a = 
— dz, nous obtenons pour le carré de l’intervalle : 


SC = dy" 42. 


De l'expérience idéalisée d’émission-réception du signal fumi- 
neux, il vient, conformément à (9), que si pour un système d'inertie 
ds? — 0, alors pour tout autre système ds’? — 0. Les quantités ds: 
et ds’ sont des infiniment petits de même ordre et sont donc propor- 
tionnelles l’une à l’autre. Par conséquent, 


ds? — a ds”? 


où a est le coefficient de proportionnalité. Cette relation doit être 
vérifiée pour l'intervalle séparant tout couple d'événements. En 
effet, nous n'avons imposé aucune condition à la relation entre les 
intervalles ds et ds” pour un couple d'événements arbitraires. Mais 
pour les événements du type particulier comme émission-réception 
du signal lumineux, cette relation doit être exactement comme ci- 
dessus. 

Le coefficient a ne peut dépendre des coordonnées x, y, z et du 
temps #, car cela impliquerait la non-équivalence des points d'espace 
et des moments du temps. Or, l’espace et le temps étant homogènes, 
le facteur a doit avoir une valeur constante qui ne dépend que de la 
valeur absolue de la vitesse relative de deux référentiels considérés. 
En effet, le facteur a est également indépendant de la direction de la 


4% 
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vitesse relative de deux référentiels d'inertie, ce qui supposerait 
la non-équivalence des différentes directions dans l’espace. En vertu 
de l’isotropie de l’espace, nous devons admettre que a ne peut dépen- 
dre que de la valeur absolue de la vitesse relative de deux référen- 
tiels d'inertie. 

Soient à présent trois référentiels d'inertie X, K', K”. V, est 
la vitesse de À” par rapport à Æ et VW, la vitesse de À” par rapport 
à X. Nous pouvons écrire 


ds? — a (V1) ds”, (+) 

ds? = a (V2) ds. (++) 
En considérant les systèmes Æ” et K”, on aura 

ds! — a (V2) ds, 
où V4, est la valeur absolue de la vitesse du système X” par rapport 
à K”". Portant la dernière expression dans (*) et comparant avec 


(**), nous trouvons que 


a (V2) 
a Py —(Vu). Ée) 


Comme V;:, dépend non seulement des valeurs absolues des 
vecteurs PV, et V,, mais aussi de l’angle entre eux (cet angle n'entre 
point dans la dernière relation), alors la relation (+++) ne peut 
être satisfaite que dans le cas où le facteur a se ramène à une cons- 
tante ; celle-ci, comme ïil est évident de la dernière relation, ne 
peut être égale qu’à 1. C’est pourquoi 

as =ds 


de l'égalité des intervalles infiniment petits découle celle des inter- 
valles finis : 
ss"; 


c.-à-d. l'invariance de l'intervalle s par rapport à la transformation 
de Lorentz. 

Ainsi donc, l'expression cf? — x? — y? — z? doit se conserver 
quand on passe de À à K” (pour le signal lumineux 54, = s,, = (0). 
Lorsque les systèmes XÀ et K” sont disposés comme sur la figure 1, 
y = y, z — 2 et la somme y° + z est un invariant. Alors s — 
— cf — x, et c’est justement cette expression qui est un invariant 
de la transformation de Lorentz. cf? — x? — Inv est précisément 
la condition à laquelle doivent satisfaire les transformations des 
coordonnées et du temps compatibles avec les postulats d’'Einstein. 
Mais cette condition entraîne une nouvelle géométrie de l'espace 
physique. Essayons d'en expliquer la signification. 

En parlant de l’espace tridimensionnel habituel et des coordonnées 
cartésiennes x, y, z d’un point, on souligne l’indépendance de ces 


Le continuum d'espace-temps d'Einstein et de Minkowski 53 


coordonnées. Toutefois, les coordonnées demeurent indépendantes 
tant que la distance des points dans cet espace n’est pas définie. 
D'après sa signification même, la distance des points est un inva- 
riant par rapport à la transformation des coordonnées. Le caractère 
d’un espace découle de la définition de la distance entre les points. 
Dans notre espace tridimensionnel, elle est définie par le théorème 
de Pythagore: 


rio = V (ta — 25) (ya — yi) + (22 — 24) ; 


l’espace de ce type est appelé espace tridimensionnel euclidien. Dans 
cet espace, la distance entre l’origine de référence et un point quel- 
conque est définie par l'expression 


x? + y? + 7? 
qui est un invariant de la transformation des coordonnées. 

En partant des postulats d’Einstein nous sommes venus à la con- 
clusion que dans le «monde» des phénomènes physiques doit exister 
une relation invariante entre trois coordonnées et le temps de la 
forme : 

CAE 2 — y? — 72 = 


Cette relation représente les quatre variables x, y, z et { comme 
un certain ensemble uni. Le monde des phénomènes physiques n’est 
pas si élémentaire pour être décrit par quatre coordonnées indépen- 
dantes. On déduit des postulats d’Einstein que dans le monde phy- 
sique réel il existe une relation entre les coordonnées cartésiennes 
et le temps exprimée par s*. Nous habitons un monde décrit par 
quatre variables x, y, z, t reliées entre elles. 

Pourtant il n’est guère raisonnable d'envisager le passage de 
l’espace géométrique tridimensionnel, auquel nous sommes habitués, 
à celui quadridimensionnel de la Relativité restreinte par analogie 
avec le passage de la géométrie plane à la géométrie dans l’espace. 
L'essentiel est que le résultat acquis signifie non seulement l’appa- 
rition de la quatrième coordonnée, celle de temps, mais aussi la 
modification de la géométrie du continuum espace-temps par rap- 
port à notre géométrie tridimensionnelle quotidienne. 

Voici quelques réflexions basées sur l’analogie géométrique. En 
géométrie classique, dans le plan et dans l’espace, la forme quadra- 
tique invariante du type x? + y? ou x? + y? + z° définit la distance 
entre le point de coordonnées x, y ou x, y, z et l’origine des coordon- 
nées. Le nombre de coordonnées faisant partie de cette forme nous 
montre le type d’un espace qui pourrait être bi ou tridimensionnel. 

Nous habitons l’espace tridimensionnel pour lequel la géométrie 
d’Euclide est valable à un haut degré de précision. Nous nous repré- 
sentons nettement ce que signifie la transition des figures planes 
à celles d'espace, c.-à-d. le passage du plan à l’espace. Il est sensible- 
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ment plus difficile de se faire une idée de la transition de l’espace 
tridimensionnel à celui quadridimensionnel. Procédant par analogie 
admettons que, dans le monde d’Euclide quadridimensionnel, la 
distance entre le point et l’origine des coordonnées s'exprime sous 
la forme 2° + y? + 7? + u?, où uw est la quatrième coordonnée. 
En principe, une telle transition correspondrait au passage du plan 
à l’espace tridimensionnel. 

Mais le continuum espace-temps défini par quatre coordonnées 
Z, y, Z, t S’avère plus compliqué. L’invariant de cet espace apparaît 
sous la forme ct? — x? — y? — z?. Comparons deux formes 


d'EUdeieu (1) 
EE El D (II) 


Il est évident qu’elles se distinguent essentiellement par l’ensemble 
des signes devant les carrés des variables (cet ensemble des signes 
est appelé signature). Relevons ces signatures: (+ + + +) (I), 
EE) (D). 

Ainsi, l’espace quadridimensionnel obtenu par un simple accrois- 
sement du nombre de dimensions par rapport à notre espace habituel 
aurait pour signature (+ + + +). Cet espace ne différerait du 
nôtre qu'en un nombre de dimensions et pourrait être aussi appelé 
espace euclidien (quadridimensionnel). La signature de l’espace 
envisagé dans la Relativité restreinte est (+ — — —). 

Cette modification de trois signes dans l’invariant, si insignifian- 
te de prime abord, est d’une importance capitale. Car, dans la 
géométrie, d’après le sens même de cette science, la distance des deux 
points est l’invariant de la transformation des coordonnées. Il en 
résulte que l’invariant, obtenu à la suite des raisonnements physi- 
ques, doit définir la distance entre les points dans l’espace en question. 
Cet espace n’est autre qu’un espace physique réel où ont lieu tous 
les phénomènes physiques. 

Mais la modification concernant la définition de la distance 
n’est pas sans conséquence. Elle change radicalement la géométrie 
de l’espace qui diffère déjà de celui d’Euclide. L'espace où la distan- 
ce entre les points est définie par l’invariant s? est appelé espace 
pseudo-euclidien. En particulier, dans cet espace, le théorème de 
Pythagore n’est plus valide et cède la place au théorème pseudo-pytha- 
gorien. La cause physique de l’apparition du continuum espace- 
temps pseudo-euclidien consiste en ce que le temps et les coordonnées, 
bien que liés entre eux, ne sont point équivalents. 

Ainsi donc, l’espace de quatre variables x, y, z, t de la Relati- 
vité restreinte est un espace pseudo-euclidien quadridimensionnel. 
Cet espace n’est pas un simple résultat d’addition de la quatrième 
coordonnée de temps { aux coordonnées d’espace x, y, z. Pour souligner 
£e fait, on parle souvent de l’espace quadridimensionnel «fictif ». 


et 
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L'introduction de la distance sous la forme cf? — 2? — y? — 2? 
fait naître une géométrie spéciale. Celle-ci peut être construite et elle 
est à la base de la Relativité restreinte. C’est à Minkowski que revient 
l'interprétation géométrique des résultats d’Einstein. Les phénomè- 
nes physiques ont lieu dans le continuum espace-temps quadridimen- 
sionnel (« univers», d’après la terminologie de Minkowski). La 
Théorie de la relativité mit à jour la nature géométrique de l’« uni- 
vers » et peut être entièrement interprétée en termes géométriques. 

Afin de rendre plus aisée l’interprétation d’une telle géométrie, 
on se sert d’un procédé formel qui consiste en introduction d’une coor- 
donnée imaginaire T — ict. Soulignons, toutefois, qu'il ne s’agit 
ici que d’un procédé commode et qu’il est possible de s’en passer; 
c’est pourquoi il ne faut pas chercher du mysticisme dans l’introduc- 
tion de l’unité imaginaire. Sous leur forme définitive les formules 
des coordonnées et du temps ne la contiennent pas, ce qui montre 
qu’elle ne joue qu’un rôle auxiliaire. Le procédé ci-dessus simplifie 
les opérations en permettant d'éviter l'introduction des composantes 
co et contravariantes des quadrivecteurs. 

Introduisons donc, pour la commodité, la coordonnée imaginaire 
T — ict. Alors 


SC — x = — (a tr) (= —1). 


14. Encore une déduction de la transformation de Lorentz. 
Soit un plan de variables (x, t), dans lequel l'expression x? + +? 
est une distance de l’origine jusqu’à un point (x, t). Cette distance 
‘n’est pas modifiée lorsqu'on imprime au système de coordonnées 
la rotation d’un angle Ÿ dans le plan (x, tv). 

La rotation d’angle Ÿ dans le plan euclidien ordinaire est décrite 
par les formules suivantes : 


x = x Cos Ÿ + y sin Ÿ, | 


y —= —x sin Ÿ + y cos Ÿ, (10) 


où toutes les quantités sont réelles. 

Considérons une rotation dans le plan (x, t) où l’une des coordon- 
nées est une quantité imaginaire. Supposons que les formules (10) 
soient toujours de la même forme. Nous allons voir que la signification 
géométrique des formules avec une variable imaginaire sera modifiée 
par rapport à celle des formules (10). Ecrivons la transformation 
recherchée sous la forme : 


z' = x cos Ÿ + 7t sin Ÿ, 
b | (11) 


, 


T' = TCos Ÿ — x sin Ÿ. 


Quelle est la signification de l’angle 8 ? Il est clair que ce dernier est 
lié à la vitesse V du mouvement de Æ” par rapport à Æ, car les systè- 
mes ne se distinguent que par cette vitesse. L'origine O’ se meut 
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avec la vitesse V par rapport à Æ ; sa coordonnée x dans le système X 
est égale à Vi; pour x’ — 0 nous avons donc d’une part, 


V 7 . V 
x=Vi=-rte it —ibT (B=—). (12} 


D'autre part, posant x’ — 0 dans la première formule de (11), nous 
obtenons pour ce point dans le système X: 


zx = —tg Ê-T. (13) 


En égalant (12) et (13), on a: 

te Ÿ — iB. (14) 
La tangente est imaginaire, ce qui nous rappelle une fois de plus 
l'existence de la variable imaginaire et de l’espace pseudo-euclidien. 


On tire sin Ÿ et cos Ÿ de (14) en se servant des formules trigono- 
métriques connues : 


{ 1 1 
CO À = Û——_—_—_—Û 2 — |, 
Vito Vip | 
(15) 
| 
VA+Fte0  V1—B "J 


où L'est une désignation déjà introduite (7): 


Î 
r RO jo à 
V1—B2 
En portant cos Ÿ et sin Ÿ dans (11), on trouve les transformations 
recherchées pour les variables x, T: 


Z = T1), 
T' = Î'(r — iBx). | 


Etant donné que les systèmes X et Æ” sont équivalents et n 
diffèrent que par le signe de la vitesse relative V, les formules de 
la transformation des coordonnées d’un événement de À à K” s’obe 
tiennent de celles du passage de Æ” à K pour un même événement en 
remplaçant les quantités primées par les quantités sans indice et 
vice versa, compte tenu de l’inversion du signe de la vitesse V. 
Après une telle opération avec les expressions (16) on obtient : 


tt ("= 1bD), | 
T = l'(r + iBz'). 
Le même résultat découle de la résolution directe de (16) par rap- 
port à æ et T. 
On passe aisément aux variables réelles x, { dans les formules (16} 


et (16). Pour ce faire, substituons t — icé et t’ — ict’. On aura 
immédiatement les formules de transformation (8). Les transforma- 


(16) 


(16°} 
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tions directe et inverse des variables sont de la forme : 


x =T(xz— Vi), z=T(x + VE), | 


B 


=T(i— x), IT (r+ Ex). } (17) 


Récrivons ces formules sous une autre forme qui est parfois commode, 
où le deuxième membre contient des variables mixtes: 


, LA , L4 LA l 
g'=—Vi'+S, = ++. (18) 


Pourquoi les formules (8) sont-elles appelées transformation de 
Lorentz? Quelle signification nouvelle fut-elle apportée par Einstein 
dans leur interprétation? Le nom de ces transformations (8) est dû 
à Lorentz qui les a déduites en 1904, c.-à-d. avant qu’elles soient. 
obtenues par Einstein. Lorentz démontra que les équations de 
Maxwell étaient covariantes par rapport à la transformation (8). 
Mais cela n’était pas encore la transformation de l’espace et du 
temps de la Relativité restreinte. L'introduction par Lorentz du 
temps « local » #”’ fut purement formelle. Toute la théorie de Lorentz 
avait trait aux hypothèses sur la structure de la matière. Einstein 
résolvait le problème de l’électrodynamique des milieux mouvants 
en partant d’autres conceptions de relativité. Selon lui, les données 
expérimentales se prononcent pour la généralisation des principes 
de relativité sur l’électrodynamique. Il n’eut besoin d’aucune 
hypothèse sur la structure de la matière. Einstein vit que la généra- 
lisation du principe de relativité exigeait la révision des notions 
d'espace et de temps. Il fut le premier à comprendre que #” n'était 
pas le temps « local » fictif mais le temps mesuré dans le système 
de référence K”. 


Avant d'aborder l'interprétation de la transformation de Lorentz souli- 
gnons que pour sa déduction il suffit de supposer que l'intervalle soit invariant 
et que la transformation elle-même soit linéaire. La condition de linéarité dé- 
coule de l’équivalence de tous les points d’espace et de tous les moments de temps 
(homogénéité de l’espace et du temps). Il suit du principe de relativité que si 
z—=f(zx’,t, V), alors x’ — f (x, t, —V), où f est la même fonction. Cela permet 
d'écrire immédiatement (5) et (6) en considérant I comme fonction paire de la 
vitesse. En élevant au carré (5) et (6) et en faisant la soustraction membre à 
membre, nous obtenons: 


gr T2 {(x2— 22) —2V (xt+z't)+V2(42—42)}. 


Multipliant (5) par x’ et (6) par x et soustrayant, on aboutit à la relation sui- 
vante: 


gi — og = — VT (z'é + tx). 
Finalement, multipliant (5) par # et (6) par £’ et additionnant, on a: 


z'tbt'a=T{xttazt HE V (t2—7r2)}. 
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En combinant ces trois dernières relations, on obtient: 
_ V2(2—7"2) 
TO 


= — 


F2 


Pour que la condition de l’invariance de l'intervalle x? — c?f? — Inv soit 
respectée, il faut que soit vérifiée la condition 


x'2-_ rè 


On en tire pour l' la valeur (7) et on est ramené à la transformation de Lo- 
rentz (17). 


Analysons plus attentivement les formules (17). Avec B > 1, 
T devient imaginaire et la transformation est dépourvue de tout 
sens mathématique. Cette condition est équivalente à la condition 
V => c, c.-à-d. que la vitesse relative des référentiels ne peut dépas- 
ser la vitesse de la lumière dans le vide et même s'approcher de cette 
dernière. Ce résultat est en parfait accord avec la Relativité restreinte. 
Le système de référence est un système des corps matériels. Le corps 
en mouvement peut transporter le signal, c’est pourquoi sa vitesse 
ne peut dépasser c (et même ne peut s'approcher de cette dernière, 
comme nous allons voir au chapitre IV). 

Si les vitesses relatives du système sont petites, c.-à-d. si B< 1 
(V & c), les formules (17) deviennent celles de la transformation de 
Galilée. Donc, la transformation classique de Galilée est valable 
dans le cas des mouvements relatifs dont les vitesses sont petites 
devant celle de la lumière. Il est parfois commode de remplacer, 
dans la transformation de Lorentz, la variable £ par la variable 
u —= ct; cette transformation acquiert alors la forme suivante: 


2 = V4 bDu); PE 
u" = T'(u — Br), u = T'(u + Bz). 


Donnons une autre écriture de la transformation de Lorentz. Rappelons- 
nous la définition des fonctions hyperboliques au moyen des fonctions trigo- 
nométriques d’argument imaginaire : 


cos ip = cho, sinip=isho, tgip = ith . (20) 


(19) 


Ces formules découlent directement des définitions du sinus et du cosinus pour 
des nombres complexes : 
eiz — pr iz eizL eriz 


SIN Z = ———— COS Z — 
2 ’ 2 


En comparant la dernière formule de (20) avec (14) on voit qu'il est possible de 
poser Ÿ — ip et B — th p. Alors de (11) il résulte immédiatement que: 


z' = x ch p — ct sh wp, \ 


(21) 
ct = — x sh o + ct ch op. 
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Il vient qu'il faut poser ch o = T, sh o = TB. Aïnsi, dans le plan des va- 
riables réelles x, t, on a formellement affaire à la rotation du système de coordon- 
nées cartésiennes d’un angle imaginaire: les formules (21) qui la définissent 
n’ont qu'une fausse ressemblance avec les formules (10) traduisant une vraie 
rotation. L'interprétation géométrique de la transformation de Lorentz et de 
ses conséquences est donnée dans le chapitre VIII [il s’agit de la «rotation» 
des axes x, t d’après les formules (11), (17), (19) ou (21)]. 


Le système des désignations symétriques facilite les opérations 
dans la Relativité restreinte : ce système est exposé dans le paragraphe 
{ de l’Appendice. 

Nous introduisons les désignations symétriques dans l’espace 
quadridimensionnel (pseudo-euclidien, fictif) de la Relativité restrein- 
te en posant x — Zi, Y = Lo, 2 = La, T = ZX, = ict. La transforma- 
tion de Lorentz prend alors la forme suivante : 


di = Tr, +0.x, +0. —iBlx;, 
to = Or, +{ex, +O-x +O.x., 


ta 02, +0, +l.x, +0:.x,, (22) 
x =iBl ex, +0.2, +O-x +T.x,, 
ou, sous forme condensée, 
Li = Link. (23) 


Il s’agit ici de la sommation sur l'indice k de 1 à 4, l'indice à étant 
libre et prenant toutes les valeurs de 1 à 4. Ne pas confondre l’indice 
i avec l'unité imaginaire! 

Les coefficients &;, forment la matrice 


T 00 —iBr 
0 140 0 

BR 0 01 0 (2) 
Br 00 T 


qui est appelée matrice de la transformation de Lorentz. Pour transfor- 
mer les coordonnées et le temps lors du passage d’un référentiel 
d'inertie à tout autre référentiel on utilise généralement les matrices 
de cette forme. Elles ne se distinguent que par les valeurs de la vitesse 
relative V, donc par celles de B — V{/c. 

Les formules de la transformation inverse (lorsqu'on passe de 
K à K”) s'obtiennent en remplaçant B par —B. Désignons par ir 
la matrice de transition de À à Æ”’ de façon que 


Or, la substitution de —B à B entraîne la transformation de la 
matrice &;, en &?; (les lignes et Les colonnes changent de places), d’où 


Ti = ORilR. (29) 
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Citons ci-dessous à titre de référence quelques formules de trans- 
formation des 4-vecteurs et des tenseurs d'ordre deux dans l’espace 
quadridimensionnel. Pour plus de détail, le lecteur est renvoyé à 
l’Appendice, paragraphe 3. 

Les 4-vecteurs se transforment selon les formules de transforma- 
tion des coordonnées ; ainsi, pour tout 4-vecteur À, dont les compo- 
santes dans le référentiel X sont égales à A1, À,, A3, A,, on obtient 
dans Æ” les composantes 


A,=T(4i+iBAÀ,), A,—=A4» A;=A3 A;=T(A4;—iB4;), (26) 

et inversement 

A1=T(4;—iBAÀ,), Ao=AÀ,, A3=A4, A=T(A4;+iBA,) (27) 
Si dans le système Æ le tenseur d'ordre deux est défini par ses 


composantes T';,, alors dans le système Æ” les composantes de ce 
tenseur seront de la forme 


Tir Amitikl mis (28) 
et inversement 
Tip = img T mi: (29) 


OÙ Ajim et ar; Sont les éléments de la matrice (24). 


CHAPITRE III 


CONSÉQUENCES DE LA TRANSFORMATION 
DE LORENTZ 


15. Sur la mesure des longueurs et des intervalles de temps. 
La transformation de Lorentz permet de transformer les coordonnées 
d’un événement (souvent, pour les raisons de simplicité, le temps 
est inclus dans les coordonnées) lors du changement de référentiel. 
Or, un événement n’est qu’un élément d’un phénomène physique et 
le problème cardinal de la Relativité restreinte consiste en transfor- 
mation des grandeurs physiques. Avant de poser ce problème, il 
faut analyser le procédé de mesure des grandeurs physiques fonda- 
mentales. Les mesures physiques fondamentales sont celles de distan- 
ces (longueurs) et de temps. On est habitué à mesurer les distances 
des points ou les dimensions des corps lorsque ces derniers sont au 
repos relatif. Si le corps est au repos, il suffit de placer le long de ce 
corps une échelle unitaire autant de fois qu'il le faut. On agit de 
la sorte quand on mesure la longueur d’une étoffe ou celle d’une pièce. 

Il est assez facile à mesurer l'intervalle de temps séparant deux 
événements qui ont lieu au point où se trouve une horloge. Pour 
ce faire, il suffit de fixer les moments où les deux événements ont 
eu lieu. La différence entre les indications de l’horloge nous fournira 
l'intervalle de temps entre deux événements. On établit ainsi, par 
exemple, la durée d’une conférence ou d’un match de football. 

Mais comment s’y prendre pour mesurer la longueur d’un corps 
en mouvement relatif? Supposons qu'on veuille mesurer la longueur 
d'un train qui passe devant nous à une grande vitesse. Une tâche 
pareille n’est pas tellement facile pour un seul observateur. En effet, 
il doit simultanément fixer les positions de la tête et de la queue 
du train. Mais, une fois la position de la locomotive marquée, l’ob- 
servateur se retourne et voit la queue s’avancer. Donc, la mesure 
simultanée des positions de la tête et de la queue du train exige un 
procédé spécial. 

Et comment donc trouver l'intervalle de temps entre les événe- 
ments ayant lieu aux points d'espace différents? Souvenons-nous 
du procédé dont on se sert pour mesurer le temps que met le sprinter 
pour parcourir la distance de 100 mètres. Les événements considérés 
y sont le départ et l’arrivée du coureur. Il n’y a qu’une seule horlo- 
ge! Le signal de départ marque le début de la course et la mise en 
marche du chronomètre qui se trouve au point de l’arrivée. La 
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célérité du son dans l’air est de 330 m/s et, par suite, le sportif com- 
mencera sa Course avant la mise en marche du chronomètre placé 
au point d'arrivée. Mais tout cela n’a pas d'importance, car la vitesse 
du coureur est très petite (36 km/h environ, ce qui n’est même pas 
comparable à la vitesse du son). Cependant, l'exemple montre que la 
détermination de l'intervalle de temps entre deux événements qui 
ont lieu aux différents points de l’espace est digne d'intérêt. Là, 
il ne s’agissait que d’une seule horloge. Dans l'esprit de la Relati- 
vité restreinte il faudrait en mettre deux, au départ et au finish. 
Mais pratiquement ce n’est pas nécessaire. 

Chaque référentiel d’inertie possède son propre système de 
référence et tout point nécessaire est muni d’une horloge immobile. 
Ces horloges sont synchronisées dans ce repère, c.-à-d. qu’elles 
indiquent simultanément le même temps dans ce système. Souli- 
gnons, en anticipant, qu'une horloge synchronisée dans un référentiel 
d'inertie ne l’est plus pour l'observateur d’un autre référentiel. 

Lors de la confrontation des événements dans les référentiels 
d'inertie À et Æ”, nous heurtons des circonstances peu habituelles. 
Qu'est-ce que la transformation de Lorentz? Ce n’est qu’une simple 
transformation des coordonnées x, y, z, t de l'événement À qui a lieu 
dans le système Æ en coordonnées du même événement dans le 
système Æ”. Les formules (II, 8) nous donnent l’expression pour 
(x’, y’,z’,t') au moyen de (x, y, Z, #). 

Il découle immédiatement de la transformation de Lorentz que 
deux événements simultanés dans le repère ÆX ne le sont point dans 
K”'. Ceci signifie que la simultanéité de deux événements s'avère 
relative; autrement dit, elle n’est possible qu’au sein d’un seul 
référentiel. En effet, envisageons deux événements simultanés dans 
le système Æ. Soient (x, Ya, 2, da = t) et (to, Yo, 29, to —= t) leurs 
coordonnées. On détermine facilement, selon la transformation de 
Lorentz (II, 8), le temps du premier et du second événements dans 
le système X” : 


; B B 
=T(h—=m)=T (tu) , 
j B B 
ET (bem) =T (1x) 
En composant la différence 
/ , , B V V ,’ , 
At === (u—-m)= Ts (mx) (ui —x), 


nous trouvons que, bien que les événements dans le système X 
soient simultanés (f — {,), ils ne le sont plus (4 -é) dans le 
système Æ”, à l’exception du cas où ces événements ont eu lieu en 
un même point. Par conséquent, la simultanéité des événements 
n’est pas un fait absolu mais une circonstance particulière étroite- 
ment liée au choix du repère. 
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Si toutes les horloges du système X sont synchronisées, cela veut 
dire que, dans tous les points de ce repère munis d’horloges, leurs 
indications sont à tout moment identiques. Il est essentiel que nous 
consultons les horloges simultanément du point de vue de X. Envisa- 
geons, en tant qu'événements simultanés dans le référentiel Æ, les 
indications des horloges synchronisées situées en différents points 
de l’axe des x. Il est vrai que dans ce système leurs indications sont 
identiques. Maïs les observateurs du système ÆX” remarqueront 
pour chaque couple d’horloges une différence des indications qui 
est égale, selon la dernière formule, à Aë = V (x, — x;)/c?. Par 
conséquent, si les observateurs du repère K” notent simultanément 
(par rapport à leur système) les indications des horloges du repère 
K, situées à cet instant en face d’eux et comparent leurs notes, ils dé- 
couvriront une différence des indications qui va en croissant en 
valeur absolue avec l’accroissement de la distance entre les horloges 
dans le repère À. Le retard ou l’avance relatifs des horloges dépen- 
dent de leurs positions réciproques. Ce problème sera étudié au 
paragraphe 99. 

Dans la vie courante, cette transgression de simultanéité dans 
les différents systèmes de référence n’est point sensible: la diffé- 
rence de temps est proportionnelle à B/c et cette quantité est toujours 
petite. 

La relativité de la simultanéité, soulignons-le encore une fois, 
est conditionnée par la finitude de la vitesse de la lumière. Si l’on 
effectue le passage formel à la limite c — © (ce qui signifie au fait 
B —- 0), la simultanéité devient absolue. Ce résultat se rapporte au 
cas des vitesses relatives petites des référentiels. 


16. Relativité des longueurs des règles en mouvement. Main- 
tenant, entreprenons la mesure de la longueur d’une règle en mouve- 
ment. Supposons que dans le système Æ on ait synchronisé des horloges 
et fait des repères dans l’espace. Admettons qu’une règle parallèle 
à l’axe des x se meuve à la vitesse V par rapport à X. À cette règle 
peut être associé le repère X”’. La mesure de la longueur de la règle 
dans Æ” est facile à effectuer vu qu'elle y est au repos. Comment 
procéder à la mesure de la longueur de la même règle dans le système 
K? Il est évident qu’il faut déterminer les coordonnées des deux 
extrémités de la règle dans le système Æ, mais obligatoirement de 
la façon simultanée dans ce système. Cette dernière exigence amène 
à un résultat peu commun: la longueur de la règle mesurée dans 
le référentiel par rapport auquel elle se meut s'avère inférieure à 
celle mesurée dans le référentiel où elle est au repos. Supposons donc 
que la règle soit immobile dans le référentiel X” et les coordonnées 
de ses extrémités soient égales à x, et x. Par définition, sa longueur 
dans X”, appelée, comme nous l'avons déjà mentionné, longueur 
propre de la règle, est égale à x, — x;. Désignons sa longueur propre 
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par do C.-à-d. !4 = x, — x,. Etant donné que la règle est au repos 
dans Æ”, la simultanéité des mesures ne nous intéresse plus. 

Dans le système X, les coordonnées de la règle seront définies 
selon la transformation de Lorentz [voir (II, 8)] 


É; A À (Le re Vi), x, = À (x: DRE V#). 


Pour déterminer la longueur de la règle dans le système X, il 
faut y considérer deux événements simultanés : la coïncidence de 
l'extrémité gauche avec un repère spatial de Æ (disons x) et la 
coïncidence de l’extrémité droite avec un repère spatial de X (disons 
x:). Sans aucun doute, ces deux événements sont obligatoirement 
simultanés. Donc, il faut poser #; — &,. Alors, en formant la diffé- 
rence æ, — X,, On a: 

Lt, = l'(x2 — ti). 


En désignant par / la différence des coordonnées des extrémités de la 
règle dans X, qui n’est autre que la longueur de la règle dans X, 


nous pouvons écrire : 
l V2 
== ny 1-5. (1) 


Toutes les conditions étant les mêmes, on peut se servir également 
des formules de la transformation inverse 


L=T(x,+Vt), 2—=T(x, +VE). 
En retranchant la première équation de la deuxième, on obtient: 
LLC + TV ( —+t). 


Si maintenant on exprime {, — &, au moyen de x et { d’après les for- 
mules (II, 8) ou (II, 17), on revient à la formule (1). Celle-ci, comme 
nous l’avons déjà vu, découle directement des postulats d’Einstein 
(voir le paragraphe 11) et, en outre, elle est aisément déduite de 
l’invariance de l'intervalle (paragraphe 20). Essayons maintenant 
de trouver la signification physique de la formule (1). 

Il s'ensuit de ce qui précède que la longueur d’un corps physique 
(d’une règle par exemple) est relative, en d’autres termes, elle dépend 
du référentiel choisi. La longueur maximale est observée dans le 
système où la règle est au repos. Les mesures de la longueur effectuées 
dans tout système par rapport auquel la règle est en mouvement don- 
nent les valeurs inférieures à la longueur propre. Le procédé de la 
détermination de la longueur de la règle en mouvement n'est pas 
du tout unique. Néanmoins, tous les procédés aboutissent au même 
résultat. 

Que signifie la contraction de la règle? Il n’est pas rare d’entrendre 
la question que voici: est-ce que la règle devient « réellement » 
plus courte? Certes, il est clair qu'en réalité la règle n’a subi aucun 
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raccourcissement. Cela découle du principe fondamental de la 
Relativité restreinte qui exige l’équivalence de tous les référentiels 
d'inertie dans lesquels l’état physique de la règle est le même. C’est 
pourquoi il ne peut être question de l’apparition de tensions ou défor- 
mations quelconques qui entraîneraient la contraction de la règle. 
Cette contraction n’est fonction que du procédé de mesure de la 
longueur dans les deux systèmes de référence. Par suite, il n’y a 
aucune contraction réelle. 

On demande souvent : quelle est la longueur « réelle » de la règle? 
Posée de cette façon, la question est absurde. La question sur la 
longueur de la règle a le sens seulement par rapport à un référentiel 
quelconque. Dans chaque système de référence la règle a sa longueur ; 
c'est bien sa longueur « réelle ». Tous les référentiels sont équiva- 
lents et toutes les longueurs de la règle par rapport à ces référentiels 
sont également équivalentes. Dans tout référentiel la règle se com- 
portera comme si elle avait la longueur déterminée dans ce système. 
Il existe quand même pour la règle un système de coordonnées 
« privilégié », à savoir, un système où elle est au repos. Du point 
de vue de nos concepts habituels c’est justement une « vraie » lon- 
sueur de la règle. Cependant, elle ne définit le comportement de Ia 
règle que dans ce « propre » système de référence. 

Prenons deux règles identiques 1 et 2 pour les comparer dans 
le système de coordonnées où elles sont au repos. Alors !, = bo. 
Supposons que la règle 2 se meuve à la vitesse V. Associons à cette 
règle un système Æ”. Par rapport au système Æ 

la € li (#) 
et pour le système X 


li << lo. C7) 


Cependant, (*) est obtenue avec des règles et horloges du système X, 
tandis que (**) avec celles du système Æ”, et c’est la raison pour 
laquelle les résultats ne sont pas contradictoires. La différence 
entre les valeurs de la longueur de la règle est due au fait que la 
simultanéité est définie différemment dans les systèmes ÆÀ et K”. 
Les positions simultanées de l’origine et de la fin de la règle dans 
un système ne le sont plus dans un autre. 

La variation de la longueur d’un corps en mouvement est une 
conséquence paradoxale de la Relativité restreinte, puisque, dans 
la pratique journalière, on n’en voit pas d'exemples. Envisageons le 
mouvement relatif de la Terre sur son orbite. Dans ce cas V — 


= 30 km/s. La relation —— 10-4, et on a 


1=LhV1—10%2 h(1—5 10%) A 


Il est à souligner une fois de plus que la contraction des longueurs 
est une conséquence directe de la finitude de la vitesse de la lumière. 


5—039 
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Si cette dernière était infinie, alors, comme on le voit de la formu- 
le (1), la longueur de la règle aurait été la même pour tous les repè- 
res. Cela découle tout naturellement du fait que la simultanéité des 
événements devient absolue pour € —- oo. 

Comme, en vertu de la transformation de Lorentz, y = y et 
z' — z, les dimensions transversales du corps ne sont pas modifiées. 
Par conséquent, la variation du volume quand on passe de X à K” 
s'écrit sous la forme: 


B'=@,y 1—B?, (2) 


où $, est le volume « propre » du corps. 

En conclusion, envisageons encore un problème. Admettons 
que nous observons à l'œil nu ou à la télévision le mouvement rapide 
d’un ballon (ce qui est plutôt une expérience de pensée). Après tout, 
on s'attendait à voir ce ballon sous forme d’ellipsoïde aplati dans 
le sens du mouvement. Ceci paraissait évident. Pourtant, l’expé- 
rience n’a pas confirmé cette hypothèse. Sans aucun doute, la mesure 
du diamètre du ballon dans le sens de son mouvement décèlera la 
réduction de ce diamètre par rapport aux autres diamètres qui sont 
perpendiculaires au mouvement. Mais voir signifie au juste percepter 
des signaux lumineux envoyés depuis les points correspondants ; 
étant donné que le temps de la propagation de la lumière à partir 
des points différents du corps en mouvement jusqu'à l’observateur 
est fini, la forme apparente du ballon mobile reste exactement la 
même que pour le ballon qui est au repos par rapport à l’observateur. 


17. Relativité des intervalles de temps entre les événements. 
Admettons que deux événements aient lieu en un certain point 
x’, y’, z du système ÆX” à des moments de temps #, et 4. Cet inter- 
valle de temps peut être marqué par l'horloge de ce point x’, y”, z° 
et est égal à 

At =To=t,—t,, 
T, est l'intervalle de temps entre les événements au sein du système 


où ils affectent un même point d'espace et sont fixés par une même 
horloge. 

Il en est tout autrement pour le système Æ. En effet, si dans le 
système Æ” deux événements ne sont pas simultanés mais ont lieu 
en un même point d'espace (x, — x", t,) et (x, = x’, t,), alors, selon 
les formules (IT, 17), nous aurons dans K | 

= T(x, +Vi,)=T(x + VE), 
to Va +Vé)= Ta + VE), 
et, par conséquent, 


Conséquences de la transformation de Lorentz 67 


Quoique les événements du système Æ” aïent lieu en un même 
point et x, — x, — 0, les mêmes événements dans Æ n'ont pas lieu 
au même point et zo — 21 £ 0, sauf le cas où ils étaient également 
simultanés dans Æ”, en d’autres termes, ils se confondaient tout 
simplement. La coïncidence des événements est un fait absolu, 
indépendant du choix du référentiel. 

Déterminons maintenant l'intervalle de temps séparant les 
événements dans le référentiel À. Pour ce faire, on a besoin des 
moments de temps relatifs à ce couple d'événements de X. D’après 
la transformation de Lorentz (II, 17) 


, B LA LA B , 
u=T(#+ ex), h=T(i+ x). 


En formant la différence de ces expressions et compte tenu de x, = x;, 
on tire: 


PR 


En désignant par T la différence f; — f,, qui est égale à l'intervalle 
de temps entre deux événements étudiés dans Æ, récrivons la der- 
nière égalité sous la forme : 

To 


Ce résultat nous est déjà familier (chap. IT, paragraphe 11). 
L'intervalle de temps d’un même couple d'événements est fonction 
d’un référentiel. La durée minimale entre deux événements est 
propre au système où ils ont lieu en un même point et sont donc 
repérés par une même horloge. Dans ce cas on dit qu’on mesure 
l'intervalle de temps propre en un point donné. Nous allons voir 
dans le paragraphe 21 que dans les conditions déterminées (à savoir, 
au cas où l'intervalle entre les événements est du genre temps) 
il existe toujours un référentiel d’inertie où les deux événements 
considérés s'associent en un même point de l’espace. Cela revient à 
dire qu'un certain système d'inertie permet de mesurer l'intervalle 
entre les événements comme intervalle de temps propre. 

Introduisons maintenant la notion de temps propre d'un corps. 
Soit un corps qui se déplace d’un mouvement rectiligne et uniforme 
par rapport à Æ. Attachons au corps mobile le repère X”; le corps 
y sera immobile et les événements qui lui sont associés sont fixés 
par une seule horloge. Celle-ci indique le temps propre au point de 
l'emplacement du corps ; on peut dire qu’elle mesure le temps propre 
du corps. La formule (3) montre dans ce cas que l'intervalle de 
temps propre entre les événements est toujours inférieur à tout autre 
intervalle entre les mêmes événements mesuré par les horloges d'un 
référentiel quelconque relativement auquel le corps est en mouve- 
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ment. N'oublions pas à cet effet que l’intervalle de temps propre est 
donné par une seule horloge, tandis que dans le système où le corps 
est en mouvement, il faut au moins deux horloges pour mesurer 
l'intervalle de temps. Cette remarque est nécessaire pour démentir 
le point de vue erroné dont le sens sommaire consiste en ce que 
l'horloge en mouvement retarde sur l’horloge immobile. En effet, 
dans tous les systèmes les horloges marchent au même rythme. 
Seule, la mesure des intervalles varie. Cela n’a rien d'étonnant, car 
l'horloge synchronisée dans un référentiel d'inertie ne l’est plus 
dans un autre. 

La notion de temps propre ne s'applique pas uniquement au 
cas où le corps est en mouvement uniforme et rectiligne. Si Le corps 
se déplace de façon quelconque, sa translation est en tout cas uni- 
forme et rectiligne pour de petits intervalles de temps. Si, avec 
cela, une horloge associée au corps mobile indique l'intervalle 
dx entre les événements concernant ce corps, l'intervalle dt entre 
ces mêmes événements selon une horloge d’un autre référentiel par 
rapport auquel le corps est en mouvement sera égal à 


dt — y dr, où a B==—. (4) 
VIF 


A présent, v — v (t) est déjà la vitesse instantanée du corps (et non 
du repère) d’où les nouvelles notations $ et y. Lorsque la vitesse du 
corps est variable et donnée par la relation v — v (t), l'intervalle 
de temps propre est relié avec celui de temps, selon l'horloge du 
système en mouvement relatif, par 


t 
T — To — | V/:- (0) & 
to 

Il est à noter qu’une telle modification en indications des horloges 
n’a rien à voir avec les troubles quelconques de leur rythme dans 
tel ou tel système. Comme pour la contraction des règles, ici, il 
s’agit tout simplement des différents procédés de mesure du temps. 
Toutes les horloges de tous les référentiels marchent au même rythme 
parfait. Toutefois, en comparant les indications des horloges dans 
un couple de référentiels d'inertie, on arrive à la conclusion que 
l'intervalle de temps propre entre les événements s'avère toujours 
le plus petit. 

Envisageons un exemple, analogue à celui sur la contraction 
d’une règle qui montre que le ralentissement du temps est condition- 
né par le procédé de mesure. Soient deux horloges identiques À et 
A' dans X et K' respectivement (il peut s'agir des atomes de même 
espèce). Supposons qu'on observe l'horloge À à partir de K”, c.-à-d. 
qu’on compare l'horloge À à celles synchronisées avec 4°. On peut 
alors découvrir que l'horloge À retarde sur l'horloge 4’. 
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Au contraire, si l’on observe l'horloge 4’ depuis le système K, 
A' retardera sur À. 

Ces résultats, sont-ils contradictoires? Non. Car les méthodes 
de comparaison des horloges dans le premier et le second cas sont 
différentes. La seule horloge toujours en retard est celle qui est 
comparée aux horloges d’un autre système de référence. 

Cet état de choses, bizarre du premier coup d'œil, est inévitable 
si on l’analyse de plus près. Le point de départ de la Relativité 
restreinte est l’équivalence de tous les référentiels d'inertie. Si cette 
équivalence échouait, lors de la mesure du temps, on pourrait s’en 
servir pour distinguer les systèmes. 

Il n’y à pas longtemps, la Relativité restreinte reçut une directe 
confirmation expérimentale concernant le ralentissement du temps. 
Les particules légères, mésons u ou muons, ont été découvertes d’une 
part au laboratoire par la désintégration des noyaux, et d’autre 
part on les a trouvées dans les rayons cosmiques. Leur vie moyenne 
mesurée au laboratoire est d’environ 2-10 s, temps au bout duquel 
le méson u se désintègre en d’autres particules. Il est connu que les 
mésons u décelés près de la Terre dans les rayons cosmiques naissent 
dans les couches supérieures de l’atmosphère aux dépens du rayonne- 
ment cosmique primaire. La vitesse des mésons u est comparable 
à celle de la lumière ; c’est avec une telle vitesse qu'ils se dirigent 
vers la Terre. Mais la période radio-active d’un méson u mesurée 
au laboratoire est une période d’après le temps propre. La période 
radio-active d’un méson mobile par rapport au référentiel de labo- 
ratoire est égale à T — Toy, où T7, est la période dans le système 
propre. Pour un méson, y — 10 et T = 2.105 s dans le référentiel 
de laboratoire. Pendant ce temps, il parcourra une distance de 
cT — 3-10! X 2.105 Z 6 km. En mécanique classique faisant 
abstraction du ralentissement du temps, il n'aurait parcouru que 
600 m, ce qui rendrait impossible sa découverte au niveau de la mer. 
Ainsi, seule la Relativité explique le flux de mésons observé sur 
Terre. 

En rapport avec ce résultat une autre question se pose de savoir 
s’il y à une influence de la variation relativiste du temps sur l’orga- 
nisme vivant et, en particulier, sur l’âge des humains ? Pour ne pas 
nuire à la cohérence de notre exposé, remettons cette question au 
chapitre IX, paragraphe 959. 


18. Formules de la transformation des composantes de la vitesse 
lors du passage d’un référentiel d’inertie à un autre. Les formules 
de la transformation de Galilée des coordonées (I, 4) entraînaient 
la règle de transformation de la vitesse d’une particule (I, 3): 


Dev V: 
laquelle ne satisfaisait pas au deuxième postulat d’Einstein, car 
la vitesse de la lumière dans le vide n’était pas la même dans divers 
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référentiels d'inertie. La transformation de Lorentz donne nais- 
sance à d’autres formules de transformation de la vitesse qui satis- 
font aux postulats d’'Einstein. 

Envisageons la translation d’une particule relativement à un 
couple de référertiels À et ÆX”. Les vitesses se déterminent d’une 
facon habituelle : 


Dans À Dans X" 
Si Si 
TX (£), y — YU (£), Zz — 3 (£), z'= 2 (&”), y' = y" (#”), = z'(#), 
alors alors 
dx dy dz ’ dx’ ; dy" ,  dz’ 
ER 


La relation entre x, t et x’, £’ étant établie (par la transformation 
de Lorentz), on peut choisir { pour variable indépendante. Quand ft 
varie de dt, on obtient l’accroissement de toutes les variables ; écri- 
vons ces accroissements sous forme de différentielles en prenant 
directement les dérivées des relations de Lorentz [voir (II, 17)]: 


de=T(ds'+Vd), dy=dy, d=d', &=T(d&++d). (5 
En divisant membre à membre les trois premières égalités (5) 
par la dernière, nous obtiendrons 


dx  drx'+V di dy dy’ dz dz' 
me à a —— , 
FE (ar ++ dx’ de (at ++ dr | 


== 9 
7. a+ dx’ 


Dans chaque égalité obtenue, divisons par dt’ le numérateur et le 
dénominateur du deuxième membre. D'où les formules définitives : 


14 V2 2/1 V2 
ve + V y 7e ï nr 
TE, (© 
1+ vx 


Ce sont bien les formules de la transformation relativiste des vitesses 
appelées parfois formules de la composition des vitesses. Cette dernière 
dénomination n’est pas très réussie vu que la loi vectorielle classique 
de l’addition des vitesses n’est plus valable en Relativité. D'après 
ces formules, les composantes de la vitesse dans le système Æ déduites 
des composantes v,, v,, v, dans le système X” et de la vitesse du 
système Æ par rapport à Æ' (cette dernière est égale à —V ) sont 
Ux» Uys V2. Pour obtenir les formules de la transformation inverse, 
on change le signe de la vitesse V et on attribue les primes aux gran- 
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deurs non primées en les omettant là où elles étaient : 
rs , _ vy V1— PB? ,  vz Vi— 2 
= 2, v, = 1 _— VU, = 2, 


sp 1=B% 1— px 
C 


Il va de soi que la même réponse est obtenue si l’on tire les expres- 
sions de v,, v,, v: directement des formules (6). 

Les expressions (6) et (7) montrent que l'axe des x n’est pas 
équivalent aux axes des y et des z, ce qui s'explique seulement par 
le fait que la vitesse relative des systèmes de coordonnées Æ et K' 
est dirigée suivant l’axe des x. 

Si B —0 dans les formules (6) et (7), c.-à-d. si l’on y pose for- 
mellement c — co, on revient à la transformation de Galilée. Ainsi 
donc, pour deux systèmes de coordonnées dont la vitesse relative 
est petite par rapport à celle de la lumière, la transformation de 
Galilée est suffisamment exacte. C'est la raison pour laquelle la 
pratique quotidienne n’exige pas d'application de la Relativité. 
Nous nous sommes assurés une fois de plus que la différence entre 
les concepts relativistes et classiques est liée à la finitude de la 
vitesse de la lumière. 

La relation (5) entraîne une égalité bien remarquable : 


di V_.., 
Si dans un référentiel d'inertie l'événement 1 est une cause et 
l'événement 2 sa conséquence, alors il est évident que l'événement 1 
a lieu « plus tôt » que l’événement 2. Mais l’ordre chronologique des 


événements liés entre eux par des relations de cause à effet ne peut 
pas changer par suite du passage d’un référentiel d’inertie à un 


: dt é Ms À 
autre. Il en découle que x est toujours positif. Par conséquent, la 


vitesse v, est toujours inférieure à c, comme il vient avec évidence 
de la formule ci-dessus (rappelons que V prend des valeurs positives 
aussi bien que négatives). Ainsi les relations causales éventuelles 
font, une fois de plus, limiter les vitesses du signal par la célérité c. 
Considérons un mouvement le long de l’axe des x’. Dans ce cas 
on a pour les composantes de la vitesse du système ÆK' w, = v’, 
vy = 0, v; — 0. Des formules (6) on tire que les composantes v, 
et v, dans le système Æ sont nulles. Il s'ensuit que dans X le mouve- 
ment a lieu également le long de l'axe des x et que v, — v. Donc, 
conformément à (6), 
L — Ver. | (8) 


Si v — c, de (8) découle v = c, ce qui correspond au deuxième 
postulat d’Einstein stipulant que la vitesse de la lumière dans 
le vide est la même dans tous les référentiels d'inertie. 
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Avec cela notons immédiatement qu'il n’est pas logique de porter 
dans (8) v = c, car des corps matériels ne peuvent pas se déplacer 
avec la vitesse c; or, la formule (8) est déduite pour des corps maté- 
riels. Toutefois, elle est valable pour les quanta de lumière — photons 
(voir chapitre VII) qui peuvent être considérés comme particules 
relativistes. 

Les résultats de l'expérience de Fizeau fournissent un autre 
exemple d'utilisation de la formule (8). En son temps (1851), l’ex- 
périence eut une grande résonance et tenta à expliquer le problème 


, Prisme 
a reflexion 
éotale 


Source 
lumineuse P 


Fig. 11. Dispositif de Fizeau. Le rayon lumineux issu de la source se sépare 
par une glace semi-transparente PP en deux rayons dont l’un suit le courant 
d’eau et l’autre va en sens contraire. Fresnel, qui s’intéressait à la propagation 
de la lumière dans un milieu en mouvement, supposait que si la vitesse de la 
lumière dans l’eau stagnante était v’ et celle du courant d’eau était V, alors la 
vitesse de la lumière v serait v — v' + kV relativement à l'observateur immo- 
bile. Le signe + correspond à la propagation de la lumière suivant le courant 
d’eau et le signe — dans le sens contraire ; le facteur k est nommé coefficient 
d'entraînement. En partant de l'hypothèse de l'éther on pourrait obtenir pour 
le coefficient d'entraînement % — 1 si l’éther était entraîné complètement 
et k—0 s’il était au repos. Fizeau se chargea de la recherche de ce coefficient. 


IT découlait des résultats de l’expérience que Æ = 1 — 5 à la suite, paraissait- 


il, d’un mystérieux « entraînement partiel » de l’éther. La Relativité dévoile ce 
mystère (voir le texte). Cette expérience est exposée de façon détaillée dans les 
livres de Becker et de Sommerfeld (voir la bibliographie à la fin du livre). 


suivant: les corps en mouvement, entraînent-ils l’éther? Fizeau 
chercha à déterminer la vitesse de la lumière dans un courant d’eau 
(fig. 11). La lumière se propageait dans un courant d’eau et sa vitesse 
était mesurée dans le référentiel de laboratoire d’après les interfé- 
rences de deux faisceaux lumineux dont l’un suivait le courant d’eau 
et l’autre allait en sens contraire. Il suit des résultats de l’expérience 
de Fizeau que la vitesse de phase de la lumière dans l’eau stagnante 
est augmentée de la vitesse de l’eau V multipliée par le facteur 


(1 —:) , où n est l'indice absolu de l’eau. Ainsi, si la vitesse de 
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phase de la lumière dans l’eau stagnante est égale à v” — . (adoptée 
en optique), la vitesse de phase dans le référentiel de laboratoire 
est égale à : 
C 1 
DV (tr). 
À l'époque, ce résultat soutenait l'hypothèse de l’entraînement 
de l’éther par des corps en mouvement avec le « coefficient d’entrat- 


nement » (1 — +) . Bien que la formule (8) soit déduite pour les 


vitesses des points matériels, tandis qu'il s’agit ici de la vitesse de 
phase de l’onde, nous l’utiliserons quand même. Dans le référentiel 
de laboratoire 


2 
où V est petite ; La formule résultante est écrite à — près. La formule 


d’Einstein de la transformation des vitesses fournit donc une expli- 
cation naturelle du résultat de l'expérience de Fizeau. 

Nous avons déjà dit que l’un des plus importants concepts de 
la physique moderne consistait en ce qu'il était impossible de trans- 
mettre un signal (une action) avec une vitesse supérieure à la vites- 
se c. Or, le corps mobile peut servir d'agent d’information (d’une 
impulsion par exemple), c'est pourquoi sa vitesse ne peut dépas- 
ser c. D’après la mécanique relativiste, un corps matériel (le corps 
qui possède une masse au repos) n'atteint jamais la vitesse de la 
lumière. Mais cela n’est valable que dans un référentiel déterminé. 
Pourrait-on, par un choix soigneux, trouver un référentiel d'inertie 
où la vitesse serait supérieure à c? 

S'il découlait de la mécanique classique que dans un système 
donné la vitesse du corps ne dépassait jamais c, on pourrait trou- 
ver un référentiel où cette dernière serait dépassée. En effet, d’après 
la formule (T1, 3) v — v' + V, où v' est la vitesse du corps relative- 
ment à À’ et V la vitesse relative des systèmes Æ et X”. Si chacune des 
vitesses v’ et V dépasse 0,5c, la vitesse v du corps dans le système X 
sera supérieure à c. Donnons encore un exemple du même type. 
Soient deux corps se déplaçant dans le système Æ le long de l’axe 
des x dans des sens opposés avec la vitesse de 0,8c. Leur vitesse 
relative est de 1,6c. En rattachant le système Æ” à l’un des corps, 
nous obtiendrons pour l’autre corps la vitesse de 1,6c. 

Mais l’essentiel réside dans ce fait que la règle de Galilée de la 
composition des vitesses n’est plus valable pour des vitesses com- 


D) 


parables à celle de la lumière dans le vide. L’addition des vitesses 
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en Relativité restreinte est régie par la formule c + c = c, impos- 
sible du point de vue classique. 

Plus exactement, en Relativité restreinte le théorème de la com- 
position des vitesses affirme que si la vitesse d’un corps dans le 
système Æ est inférieure à c et la vitesse de X” par rapport à Æ est, 
elle aussi, inférieure à c, alors la vitesse du corps dans le système 
K”' ne dépassera pas c. Démontrons-le pour le cas décrit par la for- 
mule (8). Soit 


v'LV 
ne 
ee c2 
et 
D 9 
Te. , Fa . ( ) 


Q U Ed 0 e. # La # 
Composons l'expression ne 1 et écrivons la suite d'égalités : 


uv" , V v' V Vu’ 
U 2 Has 2 
Ce Le Vo’ 1 = Vo’ Lo 
(0-0 (OS) 
re NS DE TU 
2 Tee. 


La dernière inégalité découle des conditions (9) et du fait que 
le dénominateur de la dernière expression est positif. Par consé- 
quent : 


Z—1<0 et U<c.. 


Ainsi donc, la vitesse du corps reste toujours inférieure à c lors du 
passage à n'importe quel système de référence. 

Posons encore une question. Est-il possible, par des passages suc- 
cessifs d’un référentiel à un autre, d’obtenir une vitesse relative des 
référentiels qui dépasse c? Le système de référence étant un collectif 
des corps matériels, la réponse à cette question pourrait être fournie 
par le théorème précédent. Evidemment, en Relativité restreinte 
on ne peut atteindre en aucun cas une vitesse relative des référen- 
tiels plus grande que c. Nous allons quand même obtenir le même 
résultat par une autre voie très instructive en elle-même. 

Introduisons, outre le système Æ, encore deux systèmes de 
coordonnées ÆK” et K°”. Quelle est la vitesse relative des repères 
K et K” si celles de Æ et X”, d'une part, et de K’ et K”, d'autre 
part, sont connues? Soient V la vitesse relative de À et K° et W 


celle de X” et K°”. Introduisant les notations B: = 7 et B:; — 7 
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et = = V1 — B;, e — V1 — B? respectivement, on a: 
1 2 
/ B ? 
x = Ti(x' + Vi), t=Ti(# + a), 


x’ _— lo (x + W4), 1” _ M (s” + 72 : 


Portons les relations inférieures dans les supérieures pour trouver 
une relation directe entre les coordonnées et le temps dans les repè- 
res À et K”: 


a== Pile (a + WE + Vi + BiB:x") — 
Die {(4 + BiB:) 2" + (V + W)i} = 
— Ti (1 + BiBz) (2° + ue r). (10) 


— BB: 
De même 
1! V W " 
bio (1 + Baba) (+ 2"). (41) 
Désignons 
VW VW 
= — = U. (12) 
IH BB 41 2u 
Calculons le premier facteur faisant partie de (10) et. (14): 
{ 
dis PAR ET 
(1+ B1B2)2 
LE = 
VI 34 2B1B2—(B}+ B3+2B1B2) 
(1+B1B2)? 


1 
. _Bi+ Be =) 2 
V1) nu - Fr) AE 
Alors (10) et (11) s’écrivent sous la forme: 


U 
LL — 3" 
LA EU c2 


en Tr À 


Il s'ensuit que deux transformations de Lorentz successives avec 
les vitesses relatives des référentiels égales à V et W sont équivalentes 
à une transformation avec la vitesse relative 


= (13) 


76 Théorie de la Relativité restreinte 


Autrement dit, les vitesses relatives des référentiels « s'ajoutent » 
également d’après (8). Or, cette composition ne donne jamais une 
vitesse qui aurait dépassé celle de la lumière. 

La formule (13) s'obtient également sans opérations encom- 
brantes. Du point de vue géométrique le passage de À à X" et 
ensuite de À” à K” est une rotation successive dans le plan (x, t) 
des angles 1 et p2, leurs tangentes étant égales à tg 1 — iB: et 
tg P2 = iBz. 

La tangente de l’angle résultant est donnée par la formule de la 
tangente de la somme de deux angles (® — @1 + œo): 


___ Ÿg Ps + tg Po 
t8p— 1—tg pig Pa 
OU 
hp _ iB1+iBe 
BTE 


qui représente justement la formule (13) si l’on substitue à B, B, 
et B, leurs valeurs. Les deux dernières relations mettent en évidence 
la propriété essentielle de l’ensemble des transformations de Lorentz 
(du point de vue de la théorie mathématique des groupes) : deux grou- 
pes de Lorentz fournissent de nouveau un groupe de Lorentz (souli- 
onons cependant l'importance du fait que la vitesse relative est 
toujours dirigée le long de l’axe des x). 


19. Formules de transformation du module et de la direction 
de la vitesse. Les formules (6) de la transformation des composantes 
de la vitesse fournissent celles du module et de la direction de la 
vitesse dans le système Æ si les composantes de la vitesse dans X” 
sont connues. Avant tout il est évident que si dans Æ” la composante 
de la vitesse v; — 0, alors dans À v, — 0 également. Donc, si le 
mouvement dans Æ” a lieu dans le plan (x’, y’), dans XÀ le mouvement 
aura lieu dans le plan (x, y). Choisissons les axes des x’ et y’ de 
facon que la vitesse de la particule de X” soit incluse dans le plan 
(x', y’). Alors il est évident que si la vitesse v’ fait l’angle 0” avec 
l'axe des x’, les composantes sont alors égales à vw; = v" cos Ÿ”, 
v, —= v' sin Ÿ’. Désignons par Ÿ l’angle entre la vitesse v et l’axe 
des x dans le repère K. On aura donc v, = v cos Ÿ, v, — v sin Ÿ. 
Trouvons les formules reliant v et Ÿ avec v’ et Ÿ”. Pour ce faire, 
récrivons les deux premières formules (6) en exprimant les compo- 
santes au moyen de v’ et Ÿ”: 


v' cos À’ + es v' sin à’ V1— B2 
v’ cos Ÿ” | En v’ COS Ÿ” ‘ 


DCS VU 


(14) 
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En divisant membre à membre la seconde relation par la pre- 
mière, nous obtenons l'expression de tg Ÿ: 


v' V1—B£sin Ÿ’ 


BUS or 


(45) 


Pour trouver la variation du module de la vitesse, il suffit d'élever 
au carré et d’additionner membre à membre les égalités (14), ce 
qui fournit immédiatement : 


{ 
é Dis (our 7" \2 
,  V'2LV2H 9 V cos 8 —v2B2 sing (FPT UX F7) 


(142288 8) ET (16) 


D'après les formules (15) et (16), le module de la vitesse et l’angle 
qu'elle fait avec l’axe des x (rappelons que les axes des x et x’ coïn- 
cident géométriquement) sont modifiés lorsqu'on passe du système 
K”' au système X. 

Signalons la formule dérivant de (16) et dont nous nous servirons 
dans le chapitre VII. Composons, en tenant compte de la première 
relation de (16), l'expression suivante : 


À 2 2p’'2 
2 (1425 cos 9’) "2220 V cos d' +? sin? Ÿ” 


—— = 5 Le 
; a (1425 cos 8’) 
y2 v'2 y2 
2/21 2 T2 sens SR 
Mdr (1 ; ) (4 | 
d v'V ,\2 v'V NE 
a (142 cos 9) (1425 cos 9°) 


Par conséquent, 


= — |, (17) 


soit 


— VIEPFVIEE 
ne 


Des formules (14) et (15) on déduit aisément les formules défi- 
nissant la déviation des rayons lumineux lors d’un changement de 
référentiel. En posant dans la formule (16) v’ — c, nous parvenons 
au résultat attendu v = v’ — c. Compte tenu de ce résultat, nous 
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avons respectivement de (15) et (14): 


V1— B2 Q / : 
Bd gr Sin Ÿ”, (18) 
: VI BE. 24, cos Ü’ + B 
es Re ami ( 
sin Ÿ TCB cos Ÿ” sin Ü’, cos Ÿ TE (19) 


Les formules (19) décrivent le phénomène d’aberration de la 
lumière. Considérons le cas particulier du paragraphe 8. La lumière 
issue de l’Etoile polaire suit la normale au plan de l'orbite terrestre. 
Soit X” le système héliocentrique. La lumière se propage alors le 
long de la normale à la direction du mouvement. Avec un choix 
ordinaire du référentiel, cela signifie que la lumière va en sens 


opposé à celui de l’axe des y” (s’ = — 5) . De (18) on tire: 
tg Ÿ — mie 


L’angle formé par les directions apparentes du rayon se propa- 
geant dans les deux référentiels d'inertie est appelé angle d'aberra- 
tion. Dans le système K”, la lumière cheminait le long de l'axe des 


x . . . . TI 
y’, et dans le système Æ sa direction faisait un angle a = — = — & — 


= — (5 + 5) avec l'axe des y. Il est évident que l’angle & n’est 


autre que celui d’aberration dont la tangente est: 


B 
tg a — — tg (++ û) — Cotg Ÿ — VIE é 


L'’angle d’aberration « tiré des formules de la transformation de 
Galilée (on laisse au lecteur le soin de faire ces opérations) aurait 


pour expression : 
te &« = —B. 


Donc, les deux formules, relativiste et classique, coïncident à B? 
près. 
Ainsi, les formules de la transformation des vitesses en Relati- 
vité restreinte nous donnent les valeurs de l’angle d’aberration 

ui sont en plein accord avec celles fournies par l'expérience (voir 
le paragraphe 48). Nous attirons tout particulièrement l’attention 
du lecteur sur le fait suivant. Tout ce qui découle de la Relativité 
restreinte, quant à l’aberration, ce sont les formules définissant le 
changement de direction d’un rayon (d’un front d'ondes) lors du 
passage d’un référentiel d'inertie à un autre. Quand il s’agit d’une 
source ponctuelle, cela équivaut à un changement de direction de 
son observation. Souvent, par quiproquo, on relie les formules 
d’aberration au système héliocentrique. Cela est absolument faux. 
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Les formules (18) et (19) sont justes lors de n'importe quel change- 
ment de référentiel. Les observations astronomiques, il est vrai, 
sont souvent rattachées au système héliocentrique et à la Terre. 
Alors, il est tout à fait naturel de comparer les formules relati- 
vistes avec les données de ces observations dans les cadres de ces 
deux systèmes. 

Nous pouvons également obtenir les formules de l’angle d’aber- 
ration pour une incidence quelconque de la lumière par rapport 
au mouvement. Pour le mouvement orbital de la Terre BR < 1. 
D'après (19), on a: 


sin Ÿ — (1—+ B? + .. ) (1 —B cos Ü” + ...)sin 0”. 
En négligeant tous les termes à partir de B°?, on obtient : 
sin Ÿ — sin 0  — —B sin Ÿ” cos Ü”’. 


L’angle Ÿ” — 8 — AG est l'angle d’aberration. Le deuxième 
membre proportionnel à B étant petit, AŸ est également petit : 


sin Ÿ — sin 92 cos LT sin Z — cos d'A. 


Par suite, 
A — B sin Ô”. (20) 


C'est une formule élémentaire de l’aberration de la lumière dans 
le système Æ’ sous l’angle Ÿ”. La figure 12 représente la variation 
de la direction de la vitesse d’une particule lors du passage de X” 
à Æ, ainsi que le calcul de l’angle d’aberration pour l’incidence 
normale (par rapport au mouvement) de la lumière. 

Calculons maintenant la vitesse relative de deux particules. 
Naturellement, on la définit comme la vitesse d’une des particules 
dans le système Æ où l’autre est immobile. Soient v; et vw, les vitesses 
des particules dans K”. Choisissons un système de coordonnées Æ tel 
que Ÿ — —%,. Alors la vitesse de la deuxième particule dans le 
système X est égale à v, — 0. Quant à la vitesse v, de la première 
particule, elle se détermine conformément à (16) où — v, rempla- 
ce PV: 


LA LA 1 La La 
CU ce (a: X v:)? 
viva \2 
(1+ c2 ) 
Cette expression détermine le carré du module de la vitesse relative 


de deux particules. Notons que (21) est symétrique par rapport à 
V1 et Vo. 


(21) 


2 __ 
Vi — 


20. Intervalle entre les événements. Dans le cas général, un 
couple d'événements considérés par rapport au même référentiel 
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ont lieu aux différents points et aux différents instants. 
Etudions deux événements I et IT par rapport aux référentiels X 
et X’. Ecrivons leurs coordonnées : 


Référentiel Référentiel Æ’ 
} Li, Us 21 {1 Li UE Zi, d, (22) 
IT T2; Yo; Z9 ; Lo Lo ee Le l, 


Pour ne pas compliquer les formules, supposons que les événe- 
ments aient lieu dans Æ sur l’axe des x, de sorte que y; = 0, z = 0, 


Fig. 12. a) La particule dans À” se meut dans le plan (x’, y’). L'angle qu’elle 


La 


fait avec l’axe des x ‘est égal à 0”, sa tangente étant tg 0’ — IL. Dans le sys- 


X 
tème X, les composantes v,, et v, sont modifiées conformément à (6), d’où l’an- 
gle Ÿ n’est plus égal à 0’ (voir également (15)). Pour le cas de la figure, 0” > Ÿ. 
b) La lumière chemine le long de l’axe des y’ du système X”, c.-à-d. elle est en 
incidence normale à la direction du mouvement du système. Il est évident que 


vx — 0, v, — —c et tg Ÿ — —o, autrement dit, 0” — +. Dans le système 


K, d'après (6), v,=— V, v, — —cV/1—$? d'où tg 8 = — rs 

l'angle d’aberration est l’angle formé entre la direction apparente d'arrivée de 

la lumière dans Æ et la direction de la lumière dans X”, c.-à-d. l’angle qu'elle 

fait avec l’axe des y. L’angle d’aberration & — — _ — Ÿ. Il en vient l’expres- 
B 

VIE : 


. Cependant, 


sion de sa tangente: tg à = — 


Yo —= 0, 32 — 0. Alors en vertu de la transformation de Lorentz, y, = 
— 0, 2, = 0, y, = 0, z, — 0, c.-à-d. que dans le système XK”, les 
événements ont lieu également sur l’axe des x’. 

D'après la transformation de Lorentz: 


d=T(m—Va), H=T(u—-Èx), 
, e B 
Lys = T'(x2 —Vb), ET (bu). 
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Composons les différences : 

2 ti = T{(to— 2) —V (ts —t)}, (23) 

BUT Lt) — + (2) }. (24) 


On voit de (23) et (24) que, dans les repères K et K”, la distance 
spatiale entre deux événements, ainsi que l'intervalle de temps qui 
les sépare, sont relatifs, en d’autres termes, ils changent leurs valeurs 
lors du passage de X à K”. 

Si, dans le système X, les événements I et IT étaient séparés par la 
distance spatiale Lo — alors dans le système X” leur distance 
est déjà égale à x, — x, d’après (23) et dépend tant de la différence 
des coordonnées des événements dans ÆÀ que de la différence des 
moments de la réalisation des événements dans X. Les mêmes raison- 
nements sont valables pour les intervalles de temps séparant les 
événements I et IT mesurés dans les systèmes ÆÀ et K”. 

Jusqu'ici nous heurtions les problèmes des événements de type 
particulier: en mesurant des longueurs, on considérait simultané- 
ment les coordonnées x, et x, des extrémités de la barre ({, = (t; 
pour mesurer les intervalles de temps, on fixait les moments £, et fo 
en un même point x; — x. Même dans ces cas, les intervalles spa- 
tiaux et temporels entre les événements se sont avérés relatifs. 
Rien d'étonnant qu'ils soient relatifs en cas général. 

Voici un exemple d'utilisation des formules générales (23) e 
(24). Il s’agit d’une méthode, différente de celle décrite au bit 
du chapitre, de mesure de la longueur d’une règle en mouvement. 
Soit donc une règle en mouvement avec la vitesse V par rapport au 
système Æ. Il va de soi qu’on peut trouver aisément la vitesse du 
mouvement de la règle tout comme d’ailleurs de n'importe quel 
corps. En un point quelconque du repère À nous fixons, au moyen de 
l'horloge du repère, les moments #, et £, où l’origine et la fin de la 
règle passent par ce point. Evidemment, on peut prendre ? — 
— V (4, — 11) pour la longueur de la règle. Obtiendrait-on ainsi 
sa longueur « propre »? La réponse est donnée par la formule (23). 
Les événements considérés dans Æ s’associent en un point Z2 = x. 
Pour la différence x, — x, qui définit la longueur « propre » /, de 
la règle, la formule (23) nous fournit : 


lo = FES 


c'est bien la formule (1). 


Cependant, si au cours de la transformation de Lorentz la distance 


et l'intervalle de temps séparant les événements varient, demeure 
invariante leur combinaison : 


2 
Si 


2 — c° (to — t1)° — (Xe — z4) — (Ya — y1)° — (29 — 21). 
6—039 
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L’invariance de cette expression pour un couple d'événements qui 
caractérisent la propagation de la lumière (s°, — 0) est à la base 
de notre déduction de la transformation de Lorentz. 

La vérification directe met en évidence l'égalité: 


(EE) — (2) 
re Let [(e—6) = À (an 2) fire — 0) VB —10P} = 
2 (to = t1)° + (To = ne 


En tenant compte de ce qu’en vertu de la transformation de Lorentz 
y = y’, z—=2, nous en déduisons l'invariance de la quantité: 


842 = VC? (ta — 4)? — (ta — 24)? — (ya — ya)? — (22 — 21)? (25} 


qui, comme il était déjà mentionné, s'appelle intervalle entre les 
événements. Pour deux événements infiniment proches *) 


ds? = c? dt? — dx? — dy? — d7 (26} 
ou en désignations symétriques : 
ds? — — (dx? + dy? + dz? + dr?) — — dif (27} 


(ti ic). 


Dans l’espace fictif quadridimensionnel s?, représente le carré de 
la « distance » entre les points et —ds* est le carré de l’élément d'arc 
de la ligne d’univers si l’on appelle toutes Les lignes de l’espace qua- 
dridimensionnel de la Relativité restreinte lignes d'univers, comme 
l’a proposé Minkowski. 

La relativité de la longueur de la règle découle directement de 
l'invariance de l'intervalle des événements. Soient x, la position 
de l'extrémité gauche de la règle à l'instant £, et x, celle de l’extré- 
mité droite à l'instant £, (repère X). Les valeurs correspondantes 
dans X’ seront munies de primes. En vertu de l’invariance de l’in- 


tervalle 
C2 (te — ta) — (ro — du) = CE) — (x, — x;)?. 


Si l’on s'intéresse, dans ÆÀ, aux valeurs simultanées des coordon- 
nées il faut poser £o — #1 (et alors, comme nous l’avons constaté, 


t, Æt;) et l’on a: 
[ta— til x, — x, |. 


*) Dans d’autres ouvrages, on peut rencontrer la définition de l'intervalle 
entre les événements différant par le signe. Du fait qu’il y a sous la racine (25) 
des valeurs positives et négatives, tous les résultats qui en découlent demeurent 
essentiellement les mêmes. Toutefois, toutes les conclusions concernant le signe 
de l'intervalle (voir plus bas) seront inverses. Notre choix du signe de l’inter- 
valle coïncide en particulier avec celui adopté dans l'ouvrage de Landau et 
Lifchitz, Théorie des champs, Editions Mir, Moscou, 1970. 
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Le premier membre de cette inégalité représente la longueur de la 
règle en Æ et le second en Æ” (en supposant que la règle soit au repos 
en Æ”, le choix des moments £, et £, devient arbitraire). 

Par contre, si l’on pose #, — #,, alors t = 1, et 


[m—-ul>|r— x]. 


Ici c’est déjà le premier membre qui représente la longueur de la 
règle dans le système où elle est au repos (puisque ce n’est qu’en 
ce cas que ft, et £, sont arbitraires). Ce raisonnement, dont le résultat 
nous est déjà familier, montre avec une évidence frappante l’équi- 
valence de tous les référentiels d'inertie. 


21. Classification des intervalles entre les événements. Etudions 
de nouveau un couple d'événements du point de vue de deux réfé- 
rentiels À et K” (22). En désignant dans X la distance spatiale par 
PP, = (to — 23)? + (yo — y)? + (23 — z)? et la « distance » tem- 
porelle par {59 — te — t, et en faisant autant pour les valeurs ana- 
logues dans le système K”, nous pouvons écrire les intervalles sous. 
la forme suivante : 

Si _— Ci on ls 
Sp =Ctn le; 
en raison de l’invariance de l'intervalle on a s°, — s;?, c.-à-d. 
ct}, — le — Ha — le. (28) 


Nous venons de considérer les événements I et II dans le réfé- 
rentiel X où ils ont lieu en différents points d'espace et aux instants 
différents. 

Trois questions s'imposent alors. Peut-on, par un choix conve- 
nable de X”, arriver à: a) faire coïncider les événements I et II 
en un même point d'espace, b) rendre les événements I et II simul- 
tanés, et, enfin, c) obtenir la coïncidence spatio-temporelle pour 
ces événements ? | 

Donc, a) peut-on choisir un système X”’ tel que ces événements 
aient lieu en un même point d'espace ? Cela-signifie qu’on doit avoir 
dans le système X” 1°, — 0. Mais il découle alors de (28) que 


Sete cr 0, (29) 


c.-à-d. que s,, > 0 et l'intervalle s2 doit être réel. Dans le système 
! A A e. lé Ld . A e 

K°, les événements considérés ont lieu en un même point d'espace 
et, au facteur c près, l'intervalle les séparant se ramène à l'intervalle 
temporel 

/ Lars 

ee 242 2 __ ‘°12 
ba V cts — li + (30) 


6+ 
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C'est pourquoi les intervalles réels entre les événements sont dits 
intervalles du genre temps. La condition (29) peut être également 
écrite sous la forme l,9 << ctuo. 

L'’intervalle entre les événements est toujours du genre temps 
s'ils concernent le même corps. En effet, la vitesse du corps est 
toujours inférieure à c; l42 est la distance spatiale parcourue par le 
corps (s’il est animé d’une translation rectiligne pendant l'intervalle 
de temps #12). Le produit ct4, représente le chemin parcouru par la 
lumière au bout du même temps #2. Il est évident que 42 << ct. 
Si Le corps est immobile, cette inégalité est certainement remplie. 

L'’illustration de ce cas est fournie, par exemple, par un corps en 
mouvement rectiligne et uniforme. Admettons qu'il s'agisse d’un 
train dont les arrivées aux gares I et II sont les événements. Orientons 
les axes des xet x” des repères X et X” suivant la vitesse du train, le 
système À” étant attaché au train. Il est évident qu’au sol (sys- 
tème À) les événements I et II sont séparés tant dans l’espace que 
dans le temps. Dans le repère K”, les événements I et IT ont lieu 
en un même point de l’espace. Soient x, la coordonnée de la gare I 
et x, celle de la gare IT ; £, et t: les moments d'arrivée aux gares I 
et II respectivement. Alors, la distance des gares est Lio — x2 — x, 
l'intervalle de temps séparant les deux arrivées est L32 — to — ta. 
Dans le repère Æ, la vitesse du train est égale à: 


l Lo — X 
D = 2, 31) 
l12 lo — 4 4 


Etant donné que la vitesse de tout corps est toujours inférieure 
à celle de la lumière, on a U<c. Ils’ensuit que zo — x, ec (ts —t;), 
autrement dit, l'intervalle séparant les deux événements est du 
genre temps. 

Servons-nous des formules (23) et (24) en portant to — &, — 
=? dans la première et x — x, — U(t; — t,) dans la 
seconde. Dans un système arbitraire X” se déplaçant avec la vitesse V 
relativement au sol, nous obtenons pour les intervalles spatial et 


temporel : 


; , V 
Ts — Xi = L'(x2— 21) (1-5), (32) 


bé T (tt) (1-7). (33) 
On sait qu’en principe pour l'intervalle du genre temps existe 
toujours un référentiel À” au sein duquel les événements seront as- 
sociés à un même point. Cela est évident (en exigeant que x, — x;) 
à partir de (32) si V = U. Pour ce voir, on n’a besoin d'aucune for- 
mule vu que pour le reférentiel rattaché au train tous les événements 
relatifs au train coïncident dans l’espace. 


Conséquences de la transformation de Lorentz 85 


Un résultat très important découle de la formule (33). Supposons 
que dans le système XÆ l'événement II soit postérieur à l’événement I, 
c.-à-d. que és >> 4 Où ft» — ty >> 0. Il découle de (33) qu’en vertu 


de ce que À — 7 > 0, on a aussi 4, —t, >0. Ainsi, en X, 


l'événement IT est également postérieur à l’événement I. On voit 
que les notions « postérieur » ou « antérieur » pour ces deux événe- 
ments, considérés par rapport à Æ et K”, ont un caractère identique, 
absolu. En général, si un intervalle entre les événements est du genre 
temps (rappelons qu’il est invariant), l’ordre de succession tempo- 
relle est observé dans tous les référentiels d’inertie. Il en est autre- 
ment, comme nous verrons plus tard, pour les intervalles qui diffè- 
rent de ceux du genre temps par le signe. 

Les intervalles du genre temps possèdent encore une particula- 
rité importante. Nous avons maintes fois souligné qu’en Relativité 
restreinte la vitesse de la transmission du signal (de l’interaction) 
n’est jamais supérieure à c. L’inégalité qui caractérise l'intervalle 
du genre temps 

(to — 24) + (ya — ya) + (22 — 24) <'e (b2 — 4) 

montre que la lumière, durant le temps qui sépare les événements, 
peut notoirement parcourir la distance entre les points I et II où 
ces événements ont eu lieu (le produit € (2 — t;) est bien le chemin 
de la lumière durant éo — t,). Il se peut donc qu'en un intervalle 
de temps entre les événements I et II une certaine interaction (signal) 
pourrait se propager du point de l’événement I au point où a lieu 
l’événement II. N'’insistant en aucune façon sur le caractère général 
du problème, admettons qu’un événement ne soit influencé par 
l’autre qu’à l’aide d'interaction physique (de forces). Ainsi, si 
l'événement I a eu lieu, l’agent d’information pourra atteindre le 
point où aura lieu l’événement IT avant ce dernier. Cela veut dire 
que l’événement I peut être la cause de l’événement IT et l’événe- 
ment II est alors une conséquence de l’événement I. Dans ce cas, 
il est admis de dire qu'ils sont liés de cause à effet. Donc, les évé- 
nements séparés par l'intervalle du genre temps peuvent être liés 
par la relation de cause à effet. Bien entendu, cette relation n’est 
pas obligatoire. Là, il ne s’agit que de la possibilité de principe. 
Il importe que l'ordre de succession temporel ne soit jamais perturbé 
pour ces intervalles : la conséquence n’est pas susceptible d’influer 
sur Sa cause. 

b) Passons à présent aux intervalles de l’autre signe. Considé- 
rons de nouveau la condition d’invariance de l’intervalle 


2 __ 242 2 __ ,24"2 12 
Si2 = C2 — Ua = bio — lin 
et tâchons de voir s’il existe un système XÆ’ tel que les deux événe- 


ments donnés I et II soient simultanés. Pour le système en question, 
= 0, 
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Donc, 
Sn — 1; <0. 


Dans ce cas, l'intervalle entre les événements est imaginaire : Sj> — 
— il, Au sein de Æ”, les événements considérés coïncident dans 
le temps et l'intervalle entre eux se réduit (à l’unité imaginaire 
près dont l'apparition est conditionnée par l'introduction de la 
coordonnée imaginaire) à l'intervalle spatial 


Voilà pourquoi les intervalles imaginaires sont dits intervalles du 
genre espace. La condition à laquelle doit satisfaire l’intervalle du 
genre espace s'écrit également sous la forme Li >> Cho. 

Comment tout de même obtenir un référentiel où #,, — 0? Pour 
cela, il suffit dans (24) 


à { (at) + (20 — 2) } (34) 


de poser £, — t, = 0 et d’en tirer la vitesse V (pour simplifier les 
formules on n’envisage que les événements ayant lieu sur l’axe des 
x). Donc, la vitesse du système sera 
__ C(fa—t4) 
= pers CC: (35) 
parce que par hypothèse 
Ta — Li >C(t2 — db). (36) 


Mais il est facile de trouver un référentiel se mouvant à la vitesse 
inférieure à celle de la lumière. La valeur V de (35) réduira le deu- 
xième membre de (34) à zéro. Si les valeurs de B sont petites, le 
second membre est notoirement positif. Ainsi donc, si l’on choisit 
un référentiel ÆX* avec la vitesse relative V* qui satisfait à la 
condition V << V* << c (ce qui est bien possible), on aura toujours 
L, — t, << 0 indépendamment du signe de t: — t,. Si, en K, l’évé- 
nement I est antérieur à l'événement II, en X* l’ordre de succes- 
sion des événements sera inverse. 

En conséquence, pour un couple d'événements séparés par l’in- 
tervalle du genre espace, les notions « antérieur » et « postérieur » 
sont relatives. Il serait absurde dans ce cas de parler de la relation 
causale quelconque. D'après son propre sens la condition 


(ta — 24) + (ya — ya) + (2 — 2) > (de — 4) 
témoigne du fait que, durant l'intervalle de temps entre les événe- 
ments, aucun signal ne peut être transmis du point-événement I 
vers celui où l'événement II aura lieu. Par conséquent, les événe- 
ments séparés par l'intervalle du genre espace ne sont point liés 
par la relation de cause à effet. 
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c) S'il s’agit de trouver un repère tel que les deux _égalités 
tt, =0 et l;, — 0 soient vérifiées, il faut que deux inégalités con- 
tradictoires s2 > 0 et s32 0 soient satisfaites. Mais elles sont 
toutes deux vérifiées si les événements se confondent déià en XÆ et 
l'intervalle s42 est égal à zéro. D'où naturellement S'y = 0 et nous 
pouvons constater une fois de plus que la coïncidence des événements 


est absolue. 


Il est logique d'appeler intervalle isotrope un intervalle séparant 
deux événements ayant lieu dans X en différents points à des instants 


différents et égal à zéro en valeur absolue. 
Il rattache les événements qui ont lieu 
lors du passage successif de l’onde lumi- 
neuse par divers points de l’espace. Nous 
l'avons déjà vu au début du paragraphe 13. 

En conclusion, tâchons de nous re- 
présenter géométriquement la position 
mutuelle des événements liés par les inter- 
valles du genre espace, du genre temps et 
isotropes (pour plus de détail voir le chap. 
VIII). Envisageons un événement O; par 
souci de simplicité, associons-le au point 
x —=0 (sur l’axe des x) et à l’instant {—0. 
Voyons maintenant comment s’y ratta- 
chent d’autres événements qui ont lieu 
à d’autres instants et en d’autres points 


x=ct 


X=-CcÉ t 


Ailleurs 


Fig. 13. Section du cône iso- 
trope par le plan (x, #). Le 
point © est un événement 
donné. Par rapport à O, tous 
les événements figurant dans 
les quadrants ZII et IV ap- 
partiennent à la région 
« Ailleurs ». Les événements 


de l’axe des x. Construisons dans le plan 
{x, t) le système de coordonnées cartésien- 
nes. L'événement O a lieu à l’origine des 
coordonnées, les autres occupent de dif- 
férents points de ce plan. Traçons dans le plan(x, t) des droites 
x = —+ct, correspondant à la propagation des signaux lumineux le 
long de l’axe des x issus du point x = 0 à l’instant é — 0 dans deux 
directions possibles. 

Les événements situés sur ces droites sont liés à l'événement O 
par les intervalles isotropes. Deux droites x — +ct divisent le 
plan en quadrants 7, IT, IIT, IV représentés fig. 13. Pour les droites 
a lieu l'égalité s? — c?t? — x? — 0. Dans le quadrant J, l'intervalle 
est égal à s° — c?t? — x? = 0. Par conséquent, l'intervalle entre 
tout événement de la région Z et l'événement donné O est du genre 
temps. Pour tous ces événements £ — £0 — t > 0 (to — 0 est le 
temps de l'événement O). Donc, ils sont tous postérieurs à l’événe- 
ment ©, et cela quel que soit le système de référence. Il en résulte 
que Z est la région du Futur par rapport à ©. Dans le quadrant ZI, 
on a également s? => 0 mais t — t, — t < 0 pour tous les événe- 
ments. D'une manière tout à fait analogue la région ZI est la région 
du Passé par rapport à l'événement ©. 


du quadrant 7 représentent 
«le Futur», ceux du qua- 
drant ZI «le Passé». 
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Dans les régions 11 et IV, s 0, c.-à-d. que l'intervalle entre 
tout événement de cette région et l’événement O est du genre espace. 
Tous ces événements ne se confondent jamais dans l’espace avec 
l'événement O et cela ne dépend pas du référentiel choisi. Mais on 
peut trouver des référentiels pour lesquels un événement des régions 
ÎTT ou TV aurait lieu « avant », « après » ou, enfin, « simultanément » 
relativement à l’événement O, car il n’y a aucun lien causal possible 
entre O et tous les événements de ces régions. 

Dans l’espace quadridimensionnel complet, l'équation définis- 
sant la trajectoire de la lumière est de la forme c?22 — x? — y? — 
— 7% — (0. Géométriquement, cette équation décrit un «cône » 
appelé le plus souvent cône isotrope. Les nappes intérieures du cône 
correspondent aux régions du Futur et du Passé. Le cône isotrope 
qui inclut les vecteurs isotropes se caractérise par ce que sa position 
dans l’espace quadridimensionnel reste inchangée pour chaque point 
d’univers, quel que soit le système de référence. 

Supposons que l'événement consiste en l’arrivée du rayon lumi- 
neux au point d’univers déterminé (voir le paragraphe 54) où se 
trouve l’observateur. Il s’agit donc du repérage des signaux au 
point et à l’instant donnés. Ces signaux n'’atteindront le point en 
question que suivant les directions de l’espace quadridimensionnel 
situées dans la région du Passé du cône. Faisons tendre toutes les géné- 
ratrices du cône du Passé vers l’infini (suffisamment loin en années 
de lumière). À toute génératrice du cône on peut alors associer un 
point situé sur la sphère spatiale de rayon infiniment grand avec 
l’observateur au centre. Cette sphère conventionnelle dont on se 
sert lors des observations astronomiques est appelée sphère céleste. 


CHAPITRE IV 


CINFMATIQUE ET DYNAMIQUE EN RELATIVITÉ RESTREINTE 
(MÉCANIQUE RELATIVISTE DU POINT MATÉRIEL) 


22. Grandeurs cinématiques dans l’espace quadridimensionnel. 
Le principe fondamental reliant les forces et les accélérations est 
covariant par la transformation de Galilée mais il ne l’est plus par 
la transformation de Lorentz. Cependant, la transformation de 
Lorentz est une conséquence univoque des postulats d’Einstein 
dont les fondements sont expérimentalement justifiés. Pour satis- 
faire au postulat fondamental d’Einstein sur l’équivalence des 
référentiels d'inertie, il faut donc assurer la covariance des équations 
mécaniques par la transformation relativiste des coordonnées et. 
du temps, ou la transformation de Lorentz. Il n’est pas donc difficile 
d'obtenir les équations mécaniques nécessaires si l’on se sert de la 
représentation géométrique quadridimensionnelle de la Relativité 
restreinte. C’est ce que nous allons faire. 

Il faut noter que le développement de la science ne détrône pas 
tout à fait des lois connues, mais limite le domaine oùelles règnent. 
Il existe toujours Île principe de correspondance entre les différentes. 
théories décrivant le même groupe de phénomènes dans différents 
cas limites. En ce qui concerne la mécanique relativiste, la majorité 
des formules classiques correspondent au cas limite (6 —0) des 
formules relativistes. Autrement dit, la mécanique classique est le 
cas limite de la mécanique relativiste, correspondant aux vitesses. 
petites par rapport à celle de la lumière. Mais la mécanique relati- 
viste conduit aux conclusions auxquelles la mécanique classique 
ne fait aucune allusion (l'énergie au repos par exemple). 

Comme nous l'avons déjà signalé, notre tâche consiste en cons- 
truction des grandeurs physiques principales, utilisées en mécani- 
que pour l’«univers» quadridimensionnel. Nous disposons de 
grandeurs tridimensionnelles qui nous sont familières et il serait 
sage d’en faire le point de départ. En construisant des grandeurs. 
quadridimensionnelles, nous chercherons à faire correspondre leurs 
trois premières composantes (spatiales) aux grandeurs tridimension- 
nelles respectives. Le passage aux petites vitesses (6 —0) doit 
assurer la transformation de ces trois premières composantes en 
grandeurs mécaniques usuelles. 

Pour commencer, construisons la vitesse quadridimensionnelle 
(quadrivitesse) et l'accélération quadridimensionnelle (4-accéléra- 
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tion). Dans l’espace quadridimensionnel, tout point (événement) 


— 
est défini par quadrirayon vecteur R muni des coordonnées x; = x, 
Lo —= Y, La — 2, x, — ict (tous les quadrivecteurs sont désignés 


par des lettres surmontées des flèches, par exemple, R; on écrit 


“ 
parfois le quadrivecteur sous la forme 2 (7, ict)). 

Le mouvement d’un point matériel dans l’espace quadridimension- 
nel est une suite d'événements qui consistent en ce que le point 
occupe une certaine place dans l’espace à un certain moment. Cela 
signifie que ledit point décrit dans le 4-espace une courbe appelée 
ligne d’univers d’un point. La ligne d’univers est une courbe unidi- 
mensionnelle et pour la définir il faut que ses quatre coordonnées 
soient fonction d’un paramètre. En mécanique classique, les trois 
coordonnées spatiales sont fonction du temps, quatrième variable 
indépendante, qui est invariant de la transformation de Galilée. 
Dans l’espace quadridimensionnel relativiste le temps est une coor- 
donnée équivalente aux autres coordonnées et, par conséquent, il 
est non indépendant. Ainsi donc, le mouvement d’un point maté- 
riel dans l’espace de la Relativité restreinte est décrit par la varia- 
tion de ses quatre coordonnées en fonction d’un paramètre. Or, 
celui-ci doit être invariant de la transformation de Lorentz. Le 
fait est que la vitesse tridimensionnelle est un vecteur et on voudra 
également conserver le caractère vectoriel de la vitesse dans l’espace 
quadridimensionnel. Soit l'équation du mouvement d’un point: 


Li —= Xi (T) (i 7 1, 2, 3, 4). 


T1 est logique de définir les composantes de la quadrivitesse comme 
suit : 


dx; 
U; — 2e . (1) 
Cette quantité obéira à la transformation des vecteurs uniquement au 
cas où le dénominateur de (1) sera un scalaire. Cela vient du fait 
que les coordonnées x;, ainsi que leurs accroissements Azx;, forment 
un vecteur. Or, la division par un scalaire et le passage à la limite 
(dérivation) ne peuvent modifier le caractère vectoriel des grandeurs. 

Il est. naturel de prendre pour grandeur invariante attachée 
au mouvement d’un corps le temps propre du corps dt (voir le para- 
graphe 17) ou l'intervalle qui lui est proportionnel. En considérant 
la variation des coordonnées du point dx; par rapport à la variation 
du temps propre, nous obtenons les composantes de la quadrivitesse. 

Dans certains ouvrages concernant la Relativité restreinte, on 
définit la quadrivitesse comme dérivée des coordonnées par rapport 
à l'intervalle qui est un invariant. Du point de vue formel, cela 
veut dire que l’on prend la dérivée du quadrirayon vecteur par 
rapport à la longueur d'arc de la ligne d’univers d’un point mobile 
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(voir les définitions nécessaires dans le chapitre VIII). Ces deux 
définitions de quadrivitesse en tant que dérivée par rapport au 
temps propre et dérivée par rapport à l'intervalle ne se distinguent 
que par le facteur constant c. En effet, supposons que dans le sys- 
tème X l'horloge mobile ait parcouru la distance }/ dx? + dy? + d# 
au bout du temps dt. Dans le système XÆ”, où elle est au repos, on a 
dx’ = dy — dz’', et l'intervalle df’ qui est égal au temps propre 
dt découle de l’invariance de l’intervalle. Ecrivons l'expression de 
l'intervalle : 
ds? — cèdt? — dx? — dy? — dz? — c°dt”?, 

d’où 


dt =" LATE dx? — dy — dz? — 


dx? + dy? dr? + dy?+ dr dz2 v2 
dy/1- RES 7 cdè = 1 M 


Nous sommes venus au résultat du paragraphe 11 (où l’on écrivait 
dt’ au lieu de dr). Voici les formules qui nous seront utiles dans la 


suite : 


dt — ydxt, ds = cd, (2) 


où y = (1 — PP) et B = —. 

Le mouvement d’un corps est considéré comme une suite d’évé- 
nements dont chacun représente le séjour du corps en un point et 
à un instant donnés. En attachant rigidement une horloge au corps 
(« horloge propre »), on mesure l'intervalle de temps dT d’un couple 
d'événements à l’aide de cette horloge. Désignons par dt l’intervalle 
de temps de ce couple d'événements mesuré à l’aide d’une horloge 
du référentiel d'inertie par rapport auquel le corps se déplace avec 
une vitesse v. La relation entre ces intervalles de temps est définie 
par la formule (2). 

Notons que le temps propre du corps mesuré au moyen d’une 
même horloge « propre » et le temps mesuré par différentes horloges 
dans le référentiel où le corps est au repos (pour la simplicité, la 
vitesse du corps est constante) ne sont pas du tout les mêmes du 
point de vue de tous les autres référentiels. Les horloges synchroni- 
sées dans un système ne le sont plus par rapport à tous les autres 
systèmes de référence. C’est la raison pour laquelle on introduit 
parfois le temps de repère, c.-à-d. le temps du système de référence 
donné, en supposant qu'il soit mesuré par différentes horloges d’un 
système déterminé. L'importance de ce fait est mise en évidence 
au paragraphe 99. 

Revenons à la définition de la quadrivitesse. En prenant pour 
paramètre invariant le temps propre d’un corps, la relation (2) 
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entre ce temps et le temps du système relativement auquel le corps. 
est en mouvement étant simple, il est facile de comprendre la signi- 
fication des composantes de la quadrivitesse. Les trois premières 
._ composantes ont pour expressions : 


= y Le y, (a—1, 2, 3), (3) 
où v, sont les composantes de la vitesse tridimensionnelle usuelle. 
Ainsi donc, les trois premières composantes de la quadrivitesse sont 
les composantes de la vitesse tridimensionnelle usuelle à facteur y 
près qui dépend de la valeur absolue de la vitesse d’une particule. 
Ecrivons à part la quatrième composante : 


dx, = cc — icy. (4) 


Si B —0, c.-à-d. si les vitesses du corps v & c, on a y — 1, et les. 
trois premières composantes de la quadrivitesse se confondent avec 
la vitesse usuelle. La quatrième composante de la vitesse est d'un 
intérêt particulier. Elle ne s’annule pas même au cas où la particule 
est au repos (pour v = 0, y = À et u, — ic). Cette particularité 
a une signification bien claire. Le temps ne s’arrête pas, il s'écoule 
éternellement ; le « repos » n’est donc jamais atteint dans l’univers 


D] 


quadridimensionnel (en ce sens que V — 0). Quant à la vitesse 
d'écoulement du temps, elle est définie par un simple choix des 
unités de mesure du temps. 

Mettons les composantes de la quadrivitesse sous la forme sui- 
vante : 


V (yo, ic). (5} 


Les composantes de la quadrivitesse, comme celles de tout qua- 
drivecteur, ne sont pas indépendantes. En effet, 


V2 =ui= pu? + 12027? — °c? (2 { | — — ç?, (G} 


I1 vient de cette dernière égalité que la valeur absolue de la qua- 
drivitesse est invariante. Le cas général de l’invariance de la valeur 
absolue de tout quadrivecteur par rapport à la transformation de 
Lorentz est démontré en Appendice. La valeur absolue du quadri- 
vecteur, tout comme celle du cas tridimensionnel, est une somme 
des carrés de ses composantes. Le carré de la quatrième composante 
est négatif car cette composante est imaginaire. Les quadrivecteurs, 


tout comme les intervalles, peuvent être du genre temps (A? << 0) 


et du genre espace (A? > 0). Nous venons de constater que la qua- 
drivitesse est un quadrivecteur du genre temps. L'égalité (6) en 
est une confirmation, car cela signifie simplement que v << c. Dans 
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le système de référence où la particule est au repos au sens usuel 
(c.-à-d. que la vitesse tridimensionnelle v est nulle), on a: 


Uy — 0, Uo — 0, Ua — 0, Ur — ic. 


D) 


Une fois la vitesse dans l’espace à quatre dimensions écrite sous 
forme de quadrivecteur, la loi de sa transformation lors du passage 
d'un référentiel à un autre est établie. Supposons que dans le réfé- 
rentiel Æ soient données les composantes de la quadrivitesse 


y (u, Us, Ua, u:). Conformément aux formules (II, 26), nous obte- 
nons pour À” 


u,=T(u+iBu,), u=us, Uuj=us, U;=T(u1—iBu); (7) 
les composantes des quadrivitesses étant 
V'(yv, iv), V'(v'v", cv), 


leur substitution dans (7) entraîne : 


Von Fyox— VV), vu =yuy VU = vu l 8) 
icy" = L'(icy — iByv,). 
La dernière relation de (8) a pour conséquence 
1 
pat — c 


r(1—-7v,) 


En portant (9) dans les trois premières relations (8), nous avons 
pour les composantes de la vitesse dans Æ”: 


= T'(0x—V), y = E vy, Dev, 
c.-à-d. les formules (III, 7) tirées directement de la transformation 
de Lorentz. 


Notons en passant que l’application des formules de la transformation inver- 
se au lieu de celles du passage de X à X” fournit l’égalité analogue à la dernière 
égalité de (8): 


Lr(ite). (9° 


ce qui donne l’expression de he au moyen des composantes de la vitesse du systè- 


me X’. De (9’) découle la formule obtenue directement dans le chapitre IIT: 
———— À 1 —p'2 — B2 
V/1—B2 ie nt : 
yT (14-70, Lean 


L’immobilité de la particule dans ÆÀ (v — 0) ‘entraîne, d’après (9), y’ = l'; 
cela est évident puisqu’une particule immobile en À se meut par rapport à X 
avec la vitesse — Y. 
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— 
Nous construisons la 4-accélération comme le quadrivecteur w. 
Définissons-le d’après son modèle tridimensionnel: 


Les composantes de la 4-accélération peuvent s'exprimer par celles 
des vecteurs tridimensionnels vet v. Nous obtenons 


di Va (w®) 


d F à 
Wa = (Ya) 3e dt — Ya _ ty = : = + c2(1—f2)2 ? 


puisqu'il est facile de voir que: 


d dt 
ppp et 7. (10) 


Trouvons la quatrième composante de l'accélération: 


dy ic dd jpg à (ve) 
ag GO) ge eV ea VB 


Si le mouvement est uniforme (& — 0), la quatrième composante de 
l’accélération s’annule. Dans les systèmes de coordonnées où la 
particule est au repos (w — 0): 


0 __.. 0 __ 0 0 
Wi=Vy, Wo=Uys Wi=Vz Wi=0, (11) 


autrement dit, trois composantes spatiales de la 4-accélération 
coïincident avec les composantes tridimensionnelles usuelles de l’ac- 
célération, tandis que la composante temporelle s’annule. Il suit 


de (11) que 
D? — w® — = 0. 
En vertu de l’invariance du carré du module du quadrivecteur (Appen- 


dice, paragraphe 1) on peut affirmer que le quadrivecteur accélé- 
ration est du genre espace. 


Ecrivons les composantes du quadrivecteur accélération w: 
mé d ic dy? : : iv dé 
w (v = (VV), ++) = (rro+vpfo, LT) | (12} 


Nous introduisons l’énergie & de la particule en nous appuyant 
sur la formule (27) donnée plus loin. 
Dans un référentiel arbitraire on a: 


e u | e 
vi (v X v}? 


nn De 
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Si l’on dérive la relation (6) u? — —c? par rapport à +, on obtient. 
l'égalité : 
du: 
U; _ — 0, (15} 


qui signifie que dans l’espace quadridimensionnel pseudo-euclidien 
la vitesse et l'accélération de la particule sont « orthogonales » : 
l’expression (13) montre que leur produit scalaire est nul. Nous nous 
en servirons plus tard. 


23. Force de Minkowski et principes de la conservation pour 
une particule. Maintenant nous pouvons établir le principe fonda- 
mental de la dynamique dans un espace quadridimensionnel. Pour 
les raisons de commodité, écrivons quelques relations classiques 
principales de l’espace tridimensionnel. Rappelons que la masse 
classique est constante. Désignons cette masse par m. Le principe 
fondamental classique s'écrit comme suit: 


d 
(mov) =F, (14) 
soit 
Pen (15) 
dt _ ”? 


où Fest le vecteur force tridimensionnel usuel; la grandeur p = 
— mov S’appelle impulsion classique du corps (du point matériel). 

En multipliant les deux membres de (15) par v dt, nous en tirons 
comme conséquence du principe fondamental la relation suivante : 


a (")=Fodt. (16) 


Le second membre représente le travail de la force F tandis 
que le premier membre doit représenter, en vertu du principe de la 
conservation de l’énergie, la variation de l’énergie. Aïnsi, on par- 
vient à définir, à une constante arbitraire près, l’énergie du corps 


2 
rs Ici, la constante est nulle et le corps au repos 


comme 7? — 


s r : » 7 : mov? , 
ne possède aucune énergie. Par conséquent, l’énergie —5— nest 
relative qu’au mouvement du corps; on l’appelle énergie cinétique 
(« énergie du mouvement »). Si le corps au repos possédait l'énergie 
60 l'énergie « totale » d’un corps mobile serait 6 — T + &,. Si 
besoin est, on peut même interpréter la constante &, comme énergie 
potentielle constante. Vu qu’il n’y a aucune raison d'introduire 
6, dans la mécanique classique, on considère 6, en tant que cons- 
tante arbitraire. Il en vient qu’en principe l'énergie classique 
« totale» d’un corps libre peut être de signe arbitraire (imposé 
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par celui de la constante 6,). Notre choix (6, — 0) fait coïncider 

l'énergie totale du corps libre avec l'énergie cinétique. 
Supposons maintenant qu'une particule se trouve dans le champ 

de potentiel. Elle est donc soumise à une force dont l'expression 


est F = — grad U, où UÙ (x, y, 2) est l’énergie potentielle. Comme 
v dt = dr et grad U -dr — dU, Ia relation (16) prend la forme: 
mov —_ 
d (+) — —aU, (17) 


d'où le principe classique de la conservation de l'énergie totale 
T + U = const. Rappelons qu’une grandeur est dite constante si 
elle ne varie pas avec le temps (si sa dérivée totale par rapport au 
temps est nulle). 
Passons à présent à la 4-impulsion et à la 4-force. Tout d’abord 
définissons la 4-impulsion d’après le modèle tridimensionnel : 
— — 
P — MoV , 
où MY est la masse invariante de la particule qu'il est rationnel d’appe- 
ler masse au repos (on le verra par la suite). Si l’on pouvait définir 
le quadrivecteur force de façon que ses trois premières composantes 
se rattachent à la force classique, on pourrait écrire l'équation vecto- 
rielle quadridimensionnelle dont les trois premières composantes 
se rapprocheraient par leur écriture des équations de la mécanique 
newtonienne. Présentons l’équation quadridimensionnelle sous la 
forme vectorielle proche de l'expression tridimensionnelle (15): 
dd + 
ue 
où F est le quadrivecteur force qui est à déterminer. Mais pourquoi 
alors est-il si nécessaire d'écrire l’équation du mouvement sous la 
forme vectorielle quadridimensionnelle (18)? Cette nécessité est 
imposée par le premier postulat d’Einstein, d’après lequel toutes 
les lois physiques doivent avoir la même forme dans tous les réfé- 
rentiels d'inertie. Mathématiquement parlant, cela veut dire que les 
équations traduisant les lois physiques s’écrivent sous la forme 
covariante par la transformation de Lorentz. On dit que les équations 
sont écrites sous forme covariante si leurs deux membres se transfor- 
ment de façon analogue par la transformation de Lorentz, ce qui 
signifie tout simplement que les deux membres doivent être soit 
les grandeurs scalaires (invariantes), soit les quadrivecteurs, soit, 
enfin, les tenseurs de même ordre (il en sera question dans le chapi- 
tre V). Ces conditions assurent déjà la conservation de la forme des 
relations ainsi écrites lors du changement de repère. En écrivant 
l'équation du mouvement sous forme vectorielle (18), nous lui 
conférons la covariance par la transformation de Lorentz et, partant, 
l’universalité du principe de relativité galiléen. 
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Evidemment, (18) peut s’écrire également en composantes : 
du; 
Mo D =; (19) 
où Y; sont les composantes de la 4-force et dont la définition est 


remise à plus tard. On passe aisément du temps propre + au temps 
usuel conformément à (2): 


du; 
dt 


m du; … 
0x — 707 


Sous cette condition, les trois équations (19) (pour i — 1, 2, 3) 
deviennent 


MoY NT = a. (20) 

Si l’on pose 
Da = FaY (21) 
où }, sont les composantes de la force tridimensionnelle usuelle, 
alors les équations (20) acquièrent la forme fort peu différente de 


celle des équations newtoniennes *). En effet, portant (21) dans 
le second membre de (20), nous obtenons: 


du 
MoY _ = Foy, 
soit 
d 
7 (Moua)= Fa (a = 1, 2: 3). 


La dernière équation peut être écrite sous forme tridimensionnelle 
vectorielle 


d = > 
7 (mvv)=F. (22) 


Dans le deuxième membre de l’équation (22), il y a les composantes 
de la force tridimensionnelle classique et dans le premier membre, 
sous le signe de dérivation, il y a une quantité qu'il est logique d’ap- 
peler impulsion tridimensionnelle relativiste p — myyv. On peut 
donc mettre (20) sous la forme vectorielle tridimensionnelle : 


d 


où PDP — Moyyv. Ainsi, les principes fondamentaux relativiste et 
classique diffèrent par définition de l'impulsion. 

Trouvons maintenant la quatrième composante de la 4-force. 
Pour ce faire, il est commode de former le produit scalaire de (19) 


*) La justification de cette proposition réside dans la coïncidence des résul- 
tats relativistes avec l'expérience. 


7—039 
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par u;. Compte tenu de « l’orthogonalité » entre l'accélération et. 
la vitesse, on a: 


Dili = Wala + Wals — VFolx + DWaicy — 0, 


d’où il découle immédiatement 
Fu …: ty : 
Vi — ee (1 v). (24} 


La quatrième composante de la 4-force F étant connue, nous 
pouvons obtenir celle de l’équation du mouvement (19): 


du, 


moy = (FU) (25) 


ou substituant u, — icy, simplifiant les facteurs communs et 
multipliant les deux membres par dfon a 


d(moc?y) = Fv dt. (26} 


Le second membre de (26) représente le travail de la force ; on doit 
alors avoir, dans le premier membre, l'expression de la variation 
de l'énergie. Définissons l'énergie totale d’une particule relativiste 
libre au moyen de l'expression suivante: 

1 
€ — moc?y = moc? (1—F?) , (27) 
où B — —, v étant la valeur absolue de la vitesse tridimensionnelle 


du point matériel. La formule (26) ne définit l’énergie du corps 
qu’à une constante près. La définition (27) sous-entend que la par- 
ticule au repos (v — 0, B — 0) possède l'énergie 6, — moc”. Ce 
choix de la constante n’est pas tout de même arbitraire et il est 
justifié par le passage à la formule classique de la composition 
des vitesses (passage à la limite) (voir la page 103). 

Si la particule est dans un champ de potentiel, alors Fv dt — — dU 
d’où, au lieu de (17), nous obtenons d (mçc*y) — — dU. Il en découle 
le principe de la conservation de l'énergie totale de la particule rela- 
tiviste se trouvant dans un champ de potentiel (il s’agit de l’énergie 
« totale » dans le sens de la conservation de la somme de l’énergie 
totale de la particule relativiste et de l'énergie potentielle) : 


moc?y + U = const. 


La dernière relation peut être ramenée à la forme telle que le premier 
membre représente la somme des énergies « cinétique » et potentielle 
de la particule. Il sera montré plus loin qu'en Mécanique relativiste, 
l'énergie « cinétique » d’une particule se traduit par l'expression 
T = moc? (y — 1). Compte tenu de cette formule, nous récrivons 
le principe de la conservation de l'énergie de la façon suivante: 


moc? (y—1)+ÙU = const, (28} 


Cinématique et dynamique en Relativité restreinte 99 


où la constante est moditifiée de valeur m,c?’. Nous nous servirons 
de cette formule lors de la résolution du problème relativiste de 
Kepler. 

La quatrième composante de la 4-impulsion de la particule 
libre est liée directement à l'énergie de celle-ci. Une opération simple 
le démontre avec évidence: 


; È i 
Pi= Moicy =—Mocy = — €. 
Il est donc naturel d’appeler le quadrivecteur P vecteur énergie- 
impulsion. De ui — — c? on obtient immédiatement : 
P? = — msc°. (29) 


On voit alors que le vecteur énergie-impulsion de la particule libre 
est du genre temps. Ecrivons les composantes du quadrivecteur 


énergie-impulsion P et celles du quadrivecteur force F dite parfois 
force de Minkowski : 


P (movv, 6), (30) 
Ê (vF, =y(Po)). (31) 


Les définitions des quadrivecteurs P et F conduisent automatique- 
ment à la loï de la transformation de leurs composantes [voir 
(11,26) : 


P'=T(P;EiBP,), PP; P;= Pay P,=T(P,—iBP;), (32 
Di = L'(B1+iBG), Do = De, Ds = Vs, Di T(F—-iBG). (33) 
Portant les valeurs des composantes (30) dans (32), on a: 
, B | ; F 
Pe=T(r—T 6), pop Pi=ps €'=T(E—Vp), (34) 


où on a adopté la notation p = myyv (impulsion tridimensionnelle 
relativiste). En portant les valeurs de (31) dans (33), on est conduit 
aux formules 


, L B \ / , , ’ 
Ÿ Fe=T (vf v(Fe))  VEy= VE Y 0 (5) 
vo) = TI (Fr) —Vyr;l. 

En mettant les relations (35) sous la forme 


Fs= TT {FT (Fe)) Fly FL, 
(36) 
(Œ'v)= RE T(Fo—VF.} 


7% 
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et compte tenu de (9), nous obtenons en définitive: 


B 
| NES —— 
F'.— € CE) y V/1—B2 
PNR , y nd. 9 
TA 2 Rs LV 
cs " (37) 
F:— _— pe Fo) VF 
aile PERL 
ce x ca * } 


Il s'ensuit des formules de transformation (37) de la 4-force que, 
si dans un référentiel d'inertie quelconque il n’y a pas de force 
tridimensionnelle, elle ne surgira dans aucun autre référentiel. 
Ainsi donc, lorsqu'on passe d’un référentiel d'inertie à un autre 
les « forces » usuelles se transforment sans apparaître ni disparaître. 

Ecrivons la loi de la transformation de la force dans un repère 
autre que le système ÆX®? où la particule est au repos (v = 0): 


Fr=F, Fy=FyV1—B?, F,=F2V 1—B?. (38) 
La quatrième relation de (37) nous fournit dans ce cas: 
| Fv= —VF:, 


dont la signification est bien simple. Si dans le système XT la parti- 
cule était au repos, elle se meut avec la vitesse — V dans le système 
K. Seule la composante de la force F, effectue le travail (les autres 
composantes de la force sont normales à la direction du mouvement). 
La puissance obtenue au cours du travail de la force F£ dans le 
système ÆK° est précisément égale à — FiV, c.-à-d. ce qu’on vient 
d'obtenir. 

Les formules (38) montrent que pour B < 1 (cas classique), la 
force tridimensionnelle ne varie point lors du changement de réfé- 
rentiel. Ceci est en plein accord avec nos conceptions intuitives 
sur la constance de la force d'interaction dans n'importe quel réfé- 
rentiel. 

Les formules (34) représentent la loi de la transformation de 
l'impulsion et de l'énergie d’une particule lors du passage de X 
à K'. Considérons une particule dans un référentiel où son impulsion 
tridimensionnelle relativiste p = m,yyv est nulle. Ce système où 
la particule est au repos (& = 0) est appelé système de référence propre. 
Soit & l'énergie de cette particule dans le système en question. 
Alors, en ce qui concerne Æ”, conformément à (34), on a: 


gré, p—-1rhe= bg y (39) 


D'après (39), tout transfert d'énergie est lié à l'apparition de 
l'impulsion. En effet, dans le système de référence propre, où la 
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particule était au repos, elle possédait l'énergie 6 qui ne se trans- 
portait pas dans l’espace. L’impulsion de la particule (c.-à-d. de 
l'agent de transport d'énergie) était alors nulle. Dans X”, la parti- 
cule est déjà mobile et sa vitesse est égale à — V. On peut dire alors 
que l'énergie, elle aussi, « s'écoule » avec la même vitesse. La formule 
(39) pour p\ montre la relation entre le transport d'énergie et l’im- 


pulsion px; = —[ £ V. Signalons que celle-ci se confond avec 
l'impulsion tridimensionnelle relativiste si, conformément à (27), 
on admet que £ — mo; la vitesse de la particule est — V et F coïn- 


cide dans ce cas avec 7. 
Notons qu’en mécanique newtonienne rien de semblable ne puisse 


e e r À e. e ” « mv2 
avoir lieu. Dans ce cas l’énergie de la particule est égale à —-; 
2 


pour la particule immobile, les valeurs de l’énergie et de l’impulsion 
sont nulles. C’est bien la découverte de l'énergie. au repos qui a 
permis de relier l'impulsion au transport d'énergie. 

Ainsi donc, l'agent de transport d’énergie doit posséder une 
impulsion. Ce résultat est obtenu pour la particule mais il s’appli- 
que encore au champ électromagnétique (chap. V), à la thermodyna- 
mique de la Relativité restreinte (chap. VI) et aussi à certains pro- 
blèmes mécaniques (chap. IX). 

La relation entre l'énergie et l’impulsion d’une particule libre 
découle directement de l'invariance du carré du quadrivecteur 


P ; en effet, nous avons vu [voir (29)] que P? — — mic?. En intro- 
duisant l'impulsion relativiste tridimensionnelle p = m,yyv, on 
est conduit à 


>. g2 
P° — ne — mic?, 
d’où 
E=cy p+mc?. (40) 


Dans un champ conservatif, la quantité 6 = mic’y + U pour 
une particule demeure constante [voir (28)], c.-à-d. qu’elle ne dépend 
pas du temps dans le référentiel d'inertie donné, nonobstant les 
variations de la vitesse et de l'énergie potentielle de cette particule. 
La grandeur 6 peut être appelée énergie totale d’une particule dans 
le champ conservatif. Il va de soi que cette quantité se conserve 
dans tout repère mais elle change sa valeur (constante) contre 
une autre lors de la transition d’un référentiel à un autre. La déïi- 


[2 L LI L] e Es = 
nition de la 4-impulsion d’une particule sous la forme P = moV 
reste en vigueur dans le cas du champ conservatif mais, à la place 


de (30), on écrira P [m,yv, — (& — U)], tandis que de pie mic? 
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on tire 
| E=cV p+mi+U (40) 
au lieu de (40). 


L'énergie du système exprimée en fonction de son impulsion 
s'appelle fonction hamiltonienne du système. Aïnsi donc, (40) et 
(40”) sont respectivement les fonctions hamiltoniennes d’une particule 
libre et d’une particule dans un champ conservatif (voir le paragraphe 
31 où ces fonctions sont introduites d’une autre façon). Dans les 
deux cas, l'impulsion relativiste tridimensionnelle s'exprime en 
fonction de l'énergie totale et de l’impulsion d’une particule: 


1 
p= mov = + mocyo= À v, (41) 


—U 
c2 


v. (41') 


La formule (41) correspond parfaitement à la seconde formule 
de (39). La transformation que subit la quatrième composante du 
vecteur énergie-impulsion de la particule dans un champ de poten- 
tiel, indique, conformément à (34) [à cet effet il est commode d’ap- 
pliquer (9)|, que dans le repère K” on obtient pour l'énergie totale 

"= moc°y + U”, c'est ce qu'on doit avoir. 

Formulons brièvement les faits obtenus. Dans l’espace quadri- 

dimensionnel de la Relativité restreinte, nous avons défini les 


1 6 
D — Moy T = 3 Moc?yV — 


quadrivecteurs de la vitesse V, de l’énergie-impulsion P et de la 


force de Minkowski F. Ensuite, nous avons établi le principe fonda- 
mental (18) sous forme quadridimensionnelle qui donne la relation 
entre la 4-accélération et la 4-force. Celui-ci est l’analogue quadri- 
dimensionnel du principe fondamental tridimensionnel. La forme 
quadridimensionnelle vectorielle assure déjà la conservation de la 
forme générale de cette équation dans tous les référentiels d'inertie 
(la forme de l’équation (18) du repère X” sera la même que pour X 
mais les grandeurs non primées seront remplacées par celles primées). 
Cela vient de ce que les deux membres de l'équation se transforment 
de façon identique. Ainsi, la tâche principale, à savoir l’établis- 
sement de l’équation fondamentale du mouvement sous la forme 
qui se conserve lors de la transiormation de Lorentz, c.-à-d. dans 
tout référentiel d'inertie, est accomplie. Cependant, on a dû modifier 
certaines définitions classiques et avant tout introduire une nouvelle 
définition de l’impulsion. 

L'interprétation de l'équation quadridimensionnelle du mouve- 
ment s’est avérée simple. Ses trois composantes (premières) donnent 
l'équation du mouvement dans l’espace tridimensionnel. Par sa 
forme, cette équation est identique au principe fondamental clas- 
sique : 


dp 
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mais la définition de l'impulsion relativiste p — myv est autre 
que celle de la mécanique classique po = mov. 

La quatrième composante de (19) traduit le principe de la con- 
servation de l'énergie. Mais l'expression de l'énergie (27) diffère 
notablement de son analogue prérelativiste. L'énergie d’un corps 
libre au repos (qui ne possède pas d'énergie potentielle) est nulle 
d’après la mécanique newtonienne, d’où découle de façon univoque 
mv 
Ps 
tiviste d’une particule libre se détermine comme 6 = m,c*y. Cette 
énergie est totale dans le sens qu’elle contient également l'énergie 
du corps au repos (celle-ci est égale à moc*). Cependant, nous avons 
spécifié, compte tenu de (26), que l'expression de l'énergie n'est 
définie qu’à la constante près et, par conséquent, en la choisissant 
de façon convenable (posant 6, — — mc”), on pourrait, tout 
comme en mécanique newtonienne, admettre que l'énergie du corps 
au repos soit nulle. Mais on ne peut procéder de la sorte en Relativité 
restreinte. En mécanique de la Relativité restreinte, il faut tenir 
compte des lois de transiormation de diverses grandeurs et du prin- 
cipe de correspondance entre les mécaniques relativiste et classique 
(dans le cas limite, quand ff — 0, beaucoup de grandeurs des 
deux mécaniques coïncident). Il est connu que la transformation 
de Lorentz devient celle de Galilée pour les petites vitesses 
relatives des systèmes de référence (B —- 0, [' —- 1); les vitesses des 
particules étant faibles (6 — 0), l'impulsion tridimensionnelle 
relativiste se transforme en impulsion tridimensionnelle classique 
MoYV —+ Mo. 

Supposons que nous ayons défini l'énergie totale d’une particule 
relativiste libre sous la forme 6 = m,c°y + C. Alors, dans le cas 
limite B —- 0, nous aurions eu 6 —= m,c* + C. Envisageons main- 
tenant la transformation des composantes de l’impulsion lorsqu'on 
passe d’un référentiel d’inertie à un autre. Dans le cas limite B — 0, 
B — 0, la première équation de (34) entraînerait moux = Movx — 


la définition de l'énergie cinétique T — . L'énergie totale rela- 


— MoV — 2 Cette dernière égalité doit fournir la règle classi- 


que de la composition des vitesses v, = v,; — V. Il en est ainsi 
pour € — 0, ce qui vérifie La formule (27). Le fait que la mécanique 
newtonienne est incapable de mettre en évidence l'existence de 
l'énergie au repos a conduit à un choix incorrect de la constante 
additive et, partant, à l’échec du principe de correspondance entre 
les expressions classique et relativiste de l'énergie. 

Maintenant, nous allons évaluer la contribution de l’équation 
relativiste du mouvement à la mécanique d’un point matériel en 
comparaison avec l'équation classique et, ensuite, nous passerons 
aux conséquences qui découlent de la définition relativiste de l’é- 
nergie d’une particule libre. 
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24. Equations relativistes du mouvement. Après avoir obtenu 
l'équation quadridimensionnelle du mouvement qui est juste du 
point de vue de la Relativité restreinte et établi qu’elle se définit 
pratiquement par ses trois premières composantes dans un seul 
référentiel, on procède directement aux opérations avec l’équation 
tridimensionnelle du mouvement, comme si son origine quadridi- 
mensionnelle n'existait pas. Le principe fondamental relativiste 
aura la forme 


d 
— (movv)=F (43) 


a (A | (44) 
t 2 
Vi 
où les vecteurs v et F ont une signification tridimensionnelle 
usuelle. 

Nous avons vu que l'équation relativiste du mouvement se 


transforme en celle de Newton si y — 1. Evidemment, la mécanique 
newtonienne n’est pas valable sous la condition y © 1. Mais cette 


ou 


même condition, étant donné y — ot s’ecrit autrement 
0 


ED 1. Ainsi, l'équation relativiste du mouvement s'emploie 
0 ‘ 


nécessairement au cas où l'énergie de la particule dépasse sensible- 
ment son énergie au repos. 


Lé ® . Lé Lé e dv ee e 
En mécanique classique, la force F et l'accélération Fr coïncident 


en direction; il n’en est pas ainsi pour la mécanique relativiste. 
En effet, développons le premier membre (43) compte tenu de (10). 
On obtient 


MY + movBB v — = (45) 


L'égalité ci-dessus montre que si v et F ne sont pas parallèles, 
l'accélération et la force ne le sont non plus. 

L'’accélération ne coïncide en direction avec la force qu’en deux 
cas particuliers. 

1) La force est parallèle à la vitesse à chaque instant donné. 
Introduisons le vecteur unitaire # dont la direction à un instant 
donné se confond avec la direction commune de F et v. Il s'ensuit 
que F = nF et v — nv. Conformément à (45), dv est également 
dirigé suivant n. Si l’accroissement de la vitesse suit la direction 
de n ou de v, la direction de la vitesse reste invariable ; mais alors 
le vecteur F doit conserver, lui aussi, sa direction. Donc, n est 
le vecteur unitaire constant. En portant dans l'équation (44) les 
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expressions pour la force et la vitesse proportionnelles au vecteur 
constant n et en simplifiant par n les deux membres, on est amené 
à l'équation scalaire : 


_ (moyv) = F. (46): 


Il est aisé de transformer le premier membre de (46): 
d , : dv f 1 va dv 
D Mo BÉ = mo ge (nr +) = mo 

Dans ce cas, le coefficient de proportionnalité entre la force: 
et l'accélération est égal à m7. 

2) La vitesse est constamment orthogonale à la force. Dans ce 
cas, comme il en résulte de (26), l'énergie de la particule 6 = mc? 
ne varie pas et y — const. L’équation (43) aura donc la forme 


dv 
MOV ge = À 


et le coefficient de proportionnalité entre la force et l’accélération: 
est égal à moy. 
Dans le cas général, l'équation du mouvement (44) se traduit par 


d d 
MoY _ Fo, (moy) =, (47) 
mais, vu que 
d 1 d : 
an OV) Une es (F0): 


où lors des transformations on tient compte de (26) et (27), l’accé-- 
lération tridimensionnelle & de (47) sera égale à: 
dv 1 v 
== {FE (Fo)} . (48) 

Dans la formule (48), le deuxième terme de l’accolade est pro- 
portionnel à f?, c.-à-d. il représente une grandeur du second ordre: 
de petitesse par rapport au premier terme selon fi. Quand B — 0, 
compte tenu de ce que y — { (également à BP? près), on revient au 
principe fondamental classique. 

On voit de (48) que si v —+ c, l'expression de l’accolade se ramène 
à zéro, tandis que y —+ co. Ainsi, quand la vitesse de la particule 
s'approche de la vitesse de la lumière, la particule n’acquiert plus. 
d'accélération, quelle que soit la force agissante. 

Il est toujours possible de choisir un référentiel où la particule. 
soit, à l’instant donné, au repos (B — 0). Maïs alors il résulte de. 
(48) que pour ce référentiel (y = 1) est valable le principe fonda- 
mental classique (14). En transformant les deux membres du prin- 
cipe (14) conformément aux formules relativistes de la transforma- 
tion de la 4-accélération et de la 4-force par rapport à un système 
de référence arbitraire, on est amené à (48). 
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Nous avons vu que si la force et la vitesse ont une direction com- 
mune, le coefficient de proportionnalité entre la force et l’accélé- 
ration vaut m,Y°. Au cas où la force est normale à la vitesse, ce 
coefficient est égal à — m,y. C’est pourquoi dans de premiers ouvra- 
ges relativistes on trouve la notion de masse longitudinale (par rap- 
port à la vitesse) m,y° et de masse transversale my. Ces termes ne 
sont plus employés. En parlant de la dépendance entre la masse 
du corps et la vitesse, on est obligé de comparer l'impulsion classi- 
que MT avec celle relativiste m,yv. Il s'ensuit qu’en Mécanique 
relativiste la masse du corps dépend de la vitesse conformément 
à la loi: 


1 
m= moy = Mmo(1—$?) ©. (49) 


Pourtant, comme nous venons de constater dans les deux cas 
particuliers où la direction de l'accélération coïncide avec celle 
de la force, cette dépendance n’est valable que pour la force orthogo- 
nale à la vitesse. 

Dans un système de référence où le corps est au repos (B = O), 
Ja masse m est égale à m,. Pour cette raison on appelle cette dernière 
masse au repos. La masse m du corps définie selon (49) se nomme 
parfois masse relativiste du corps. La seule masse qui fait l’objet de 
notre analyse est la masse au repos qui est invariante. 

L'expérience, confirme-t-elle l'équation relativiste du mouve- 
ment (43) et la dépendance entre la masse relativiste et la vitesse? 
Rappelons d’abord que la loi classique ne se montra pas partout effi- 
cace en 1902, trois ans avant la création de la Relativité restreinte. 
Les écarts de cette Loi furent observés lors du mouvement des élec- 
trons rapides. [l existe à présent la preuve parfaite de la justesse 
des lois mécaniques relativistes. La plupart des cyclotrons commu- 
niquant aux particules élémentaires les vitesses de l’ordre de la 
vitesse de la lumière, ainsi que tous les calculs des accélérateurs, 
sont basés sur la mécanique relativiste. La technique remarquable- 
ment développée des cyclotrons a pour base la mécanique relativiste 
et fournit une belle preuve de la validité de cette théorie et de l’équa- 
tion (43) en particulier. 

La relation (49) ne découle point de la mécanique relativiste. 
L'équivalence de tous les référentiels d'inertie aussi bien que 
l’invariance de la vitesse de la lumière nous amènent seulement 
à (43). Dans notre exposé, le passage à (49) est plutôt une interpréta- 
tion du résultat qu’une conclusion. Mais (49) a un sens physique 
concret. En aucun cas la vitesse du corps n’est supérieure à celle 
de Ia lumière ; si les vitesses s’approchent de cette dernière, la force 
ne peut pratiquement communiquer au corps aucune accélération 
æt il s’agit alors de l'accroissement de la masse. 
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La variation de la masse en fonction de la vitesse s’avère nette- 
ment claire si l’on lie la masse relativiste m et celle au repos m,, 
d’un côté, avec l'énergie au repos 6, — mc” et l'énergie relativiste 
& = mçoc”y de la particule, de l’autre. Donc, 


LR 


mo m 


— ç? = const. 


On voit que l’accroissement de l’énergie du corps amène l’accrois- 
sement de son inertie, donc l’augmentation de la masse. Au para- 
graphe suivant, nous définissons l'énergie cinétique relativiste T de 
la particule comme une partie de l'énergie totale, qui est égale à zéro 
chez la particule au repos. Il existe une relation simple entre l’ac- 
croissement de la masse aux dépens du mouvement et l'énergie 
cinétique : 
Am = m — Mo == + 

Donc, l’augmentation de la masse est proportionnelle à l’accroisse- 
ment de l’énergie cinétique relativiste (voir le paragraphe 25). 

Le problème de la masse du corps en mouvement peut être abordé 
de façon différente en profitant du lien qui existe entre la masse et 


; à 6 2 : é 
l'énergie m=-S. L’impulsion d’une particule p = mçyv et son 


énergie 6 — Mçyc°y, comme nous avons déjà mentionné, forment 
le quadrivecteur énergie-impulsion. Soient » et 6 dans le référentiel 
K. La quantité d'énergie pour X” s’obtient selon (34): 


6 =T(E- Vps)= T'(moyc* — Vmoyvz) — 


— Mocyl 1 — Te 


2 1! 
}= mc", 


« ® Lé Li Lé Ld LQ Lé « &’ 
où la dernière égalité s’écrit conformément à (9). Comme 5 = M, 


on arrive (avec une légère différence des notations) à la relation 
(49). Ce raisonnement témoigne, en particulier, du fait que la masse 
d'une particule dans un certain référentiel Æ” dépend de sa masse 
et de son impulsion dans tout autre système de référence K. 


Il existe une opinion que la relation (49) entre la masse et la vitesse fut 
mise en évidence par l’expérience de pensée proposée par Tolman. Envisageons 
ses raisonnements sous forme la plus élémentaire. Etudions un choc mou de 
deux particules dont les propriétés sont identiques (leurs masses dépendent de 
la même façon de leurs vitesses). Par souci de simplicité, supposons qu’elles 
voyagent suivant les axes confondus des x et x’ de deux référentiels X et X, 
dont nous aurons besoin dans la suite. Supposons que ces particules se meuvent 
dans X en sens inverses et avec les vitesses w, et w2 (il s’agit évidemment de la 
vitesse tridimensionnelle usuelle). En tant que Æ’, on choisit un système se 
mouvant avec la vitesse égale à celle du centre d'inertie des particules. Dans 
K', avant le choc, les particules se rapprochent aux vitesses égales à v; et v 
telles que vi — v’ et vs — —1v. 
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Après le choc, les particules forment un système qui se déplace tout entier 
avec la vitesse V du centre des masses. Désignons par M la masse de ce système. 
Postulons que pour tous les référentiels d'inertie sont valables les principes: 
de la conservation de la masse (qui dépend de la vitesse) et de l’impulsion (ce 
dernier principe est déterminé formellement comme dans la théorie classique ; 
on sous-entend tout de même que la masse dépend de la vitesse). Ainsi, on aura 


pour le système X: 
m (ws) + m (w2) = M (V), (a} 
m (ws) wi + m (w2) wa = M (V) V, (b} 
où m (w) est la fonction identique pour les deux particules; quant à M (V). 
elle peut différer de m (w). Portant (a) dans (b), on aboutit à la relation 
m (wa) __ Wa—V 
m (Wa) wa V. 


(c) 


Utilisons maintenant les formules relativistes de transformation de la 
vitesse (III, 8): 
—v'+V 


bp » Wa DE D (d) 
A+ AV 
alors 
2 2 
v (1-5) v (1-5) 
eV - Wy— V — si 
Wa 1 D'V , 1 : v'V 
on c2 + c2 
d’où (c) se présentera sous la forme 
v'V 
{ 
m Qu) TE e) 
m (Wa) 1 v'V 
.. 


Afin de transformer cette dernière formule, il faut employer la formule (9} 
en la récrivant une fois pour w, (y est désigné par y (w1)) et la seconde fois pour 
wo (et y (w2)) ; la valeur de y’ qui est définie par la valeur absolue de v’ demeure 
invariable. On obtient 


2 rite), rfi Er). 


Ces deux relations permettent de transformer le second membre (e) qui 


sera de la forme 
"4 Wo } 
ns 
ms) _ vt) _ V C 


m (we) Vue) ae) | 
+) 
On a obtenu une relation fonctionnelle pour m (w). Elle peut être vérifiée 
en posant 


mo 


PE) 


m , 


ce qui correspond à (49). 
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Ce résultat seul, n’est-il pas suffisant pour démontrer « la dépendance entre 
1a masse et la vitesse » ? La relation (a) est le principe relativiste de la conser- 
vation de l'énergie (si l’on multiplie les deux membres de l'égalité par c?). 
La relation (b) est le principe de la conservation de l’impulsion où l’expression 
de cette dernière est implicite. Ensuite, on a utilisé la loi relativiste de la com- 
position des vitesses qui est une conséquence directe de la cinématique relati- 
viste. On obtient finalement, et cela ne pourrait être autrement, l'expression 
correcte de l'impulsion relativiste de la particule, ce qui représente le point de 
départ de notre raisonnement. La conclusion de Tolman ne peut donc être con- 
sidérée comme une démonstration indépendante de (49). 


Des corrections qu’apporte la mécanique relativiste dans Ia 
solution de certains problèmes concrets sont les mieux suivies sur 
des exemples cités dans le paragraphe 30. 


25. Energie relativiste. En mécanique relativiste l'expression 
de l’énergie d’une particule diffère sensiblement de celle classique. 
Il est remarquable que cette expression conduit à l’énergie au repos, 
notion totalement étrangère aux concepts classiques. En effet, 
l'énergie totale d’une particule libre est donnée ‘par la formule 


& = moc2y = —_ mé | (50) 
U 
Vi-5 

Cette énergie ne s’annule pas même si la vitesse du corps est 
égale à zéro (y = 1 lorsque v = 0). Dans le référentiel où elle est 
au repos, la particule libre possède l’énergie égale à mc? et appelée 
énergie au repos 69. Jusqu'ici, on considérait la particule sans pré- 
ciser son caractère élémentaire. C’est pourquoi toutes les formules 
obtenues sont valables pour tout corps formé de plusieurs consti- 
tuants. [1 est donc logique que m, est la masse totale du corps et 
v la vitesse de mouvement du corps tout entier. La formule 6, — mc? 
peut être appliquée à tout corps qui est tout entier au repos. Ainsi 
donc, la masse au repos du corps définit l’énergie totale de celui-ci 
quelle que soit la nature de cette énergie. 

En mécanique classique, l'énergie d’un corps au repos peut 
être aussi bien positive que négative, car elle est définie à une 
constante près. Quant à l’énergie relativiste du corps libre (énergie 
de tout système matériel isolé), elle est toujours positive et liée 
à la masse au repos, celle-ci déterminant l’énergie d’un corps immo- 
bile. La masse relativiste définit, d’une part, l'énergie d’un mobile 
et, d'autre part, l’inertie du corps. Par voie de conséquence, l’inertie 
est la mesure de l'énergie du corps. Toute variation de À & de l’éner- 


gie du corps entraîne celle de Am — Æ de la masse de ce corps. 


Il se pose alors la question suivante: comment a pu passer inaperçue une 
telle énergie gigantesque qu'est l'énergie au repos de n'importe quel corps ? 
Remarquons qu'un gramme de substance contient — 1021 erg. L'essentiel réside 
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non pas dans l'énergie totale retenue par le corps mais dans cette partie de 
l'énergie qu’ on peut utiliser. Bien que toute masse contienne une énorme éner- 
gie, celle-ci n "est pas facile à réaliser. La mise en service de l” énergie atomique 
ne remonte qu’à une époque très récente. Avant ce moment, l'énergie au repos 
ne se manifestait pas (la masse était toujours conservée), puisque sa réalisation 
n’est décelée que par sa variation. 


c? étant très grand, la masse change très peu avec la variation 
de l’énergie d’un corps et dans la plupart des cas il est impossible 
de le déceler expérimentalement même par la pesée qui est un pro- 
cédé de mesure des plus précis: Citons, à titre d'exemple, qu’une 
augmentation de température de 100 °C de la masse d’eau d’un 
kilogramme ne fait changer la masse d’eau que de 5-10 g 

Une valeur tellement insignifiante échappe à la limite de possi- 
bilité des balances les plus perfectionnées. Maïs la variation de 
masse des noyaux lors de la transmutation est sensible. Plus encore, 
l'énergie de cohésion ne se définit que par le défaut de masse (voir 
plus loin). 

La proportionnalité entre la masse et l'énergie, et même leur 
égalité pour un choix convenable des unités (c — 1), entraîne une 
conséquence fondamentale. La mécanique relativiste remplace les 
deux principes de la mécanique classique — conservation de la 
masse et conservation de l'énergie — par le principe unique auto- 
nome. Notons tout de même qu’en mécanique relativiste le principe 
de la conservation de la masse entend par celle-ci la masse relati- 
viste. La masse au repos ne se conserve plus (voir le paragraphe 57). 

L'expression classique de l'énergie cinétique n’est plus correcte 
(sauf le cas limite des faibles vitesses). En mécanique relativiste, 
on définit l'énergie cinétique comme une partie de l’énergie de la 
particule, qui devient nulle lorsque v = 0. On l’obtient en sous- 
trayant l’énergie au repos de l’énergie totale: 


T — 6 = Moc? — mMoc? (y — 1). (o1} 


On arrive au même résultat en calculant le travail de la force conformé- 
ment à l'équation de la dynamique relativiste: 


dT = Fv di vd (moyv) = mov dv + mov? dy — 


2 
— mpyv du + movy$B? d$ — moy°v dv (+ +- — | — MmoŸ9v dv, 


d’où 

T—=mo | Vêv du — moc?y + const. 
Si T — 0 pour v = 0 (c.-à-d. pour y = {), alors const — —moc?, d’où T — 
— moc? (y — 1). 


Trouvons les conditions sous lesquelles l'expression (51) se 
transforme en expression de l'énergie cinétique classique. En déve- 
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loppant y en une série 


{ 1 3 
= HSE E.., (52) 


nous voyons que 


| mov? 3 v4 
T — S + Mgr +... 
c.-à-d. que l'énergie cinétique classique a un sens tant que BK 
et qu'on peut négliger le terme f*. 

Compte tenu de l'énergie au repos 6, — mc”, la formule (50} 
prend la forme suivante: 


Ë — VB 0: (53) 


Il est à noter que 6, comprend toutes les formes d’énergie que le 
corps (ou système) possède. Selon (53), le passage du système propre 
(associé) à tout autre référentiel d'inertie s’accompagne de l’aug- 
mentation de y fois de toutes les formes d'énergie. Il n’y avait 
rien de semblable dans la mécanique classique. 


26. Défaut de masse. Soit un système de deux corps. L'énergie 
en est la somme de l'énergie de chaque corps et de l’énergie d’inte- 
raction de ces corps. Par exemple, l'énergie totale de deux billes 
métalliques chargées, suffisamment éloignées l’une de l’autre, est. 
donnée par l'expression 


Ë ea 6: + É9 + We; (54) 
où 61 et 6, sont les énergies propres des billes chargées (égales 
2 
à sn q étant la charge de la bille, a son rayon), tandis que 
__ Ÿ g1g | 
Wis _ ATTE r12 (55) 


représente l'énergie de l'interaction des billes considérées comme 
charges ponctuelles. 

Rappelons que l'énergie réciproque W,, d’un couple de charges 
est égale au travail mis en jeu lors de la formation du système. 
La valeur du potentiel créé par la charge q, au point 2 distant de 


r, est proportionnelle à À; le travail effectué au cours du dépla- 
12 


cement de g, de l'infini au point 2 est proportionnel à D'où 


{2 
la formule (55). 

Le signe de W,, dépend de ceux des charges g, et qg,. Pour les 
charges de même signe qui se repoussent W,, > 0. Si les charges 
sont de signes contraires, on a W,, < 0. Dans ce dernier cas, le 
système est stable et seules les forces extérieures peuvent séparer 
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les billes. Comme entre la masse et l'énergie il existe la relation 
6 — mc, alors, en divisant par c? les deux membres de (54), on a 


M= mm, (56) 


OÙ M est la masse du système, m, et m, les masses composantes 
du système. On devrait inclure dans les masses m1, m,, M leurs 
énergies au repos (sans tenir compte du champ électrique) mais 
cette introduction ne change en rien nos résultats. 

D’après (56), la masse totale du système de deux particules 
peut être inférieure ou supérieure à la somme des masses des parti- 
cules qui le composent. Si le système est stable, alors W,, 0. 
Cette énergie d'interaction est appellée énergie de cohésion. Compte 
tenu de son signe, nous obtenons: 


6 


c 
c2 


Am = Mi + Mo — M — (27) 
L'énergie de cohésion (divisée par c?) est égale à la différence entre 
la somme des masses des corps composant le système et la masse 
totale de ce dernier. Cette différence, dite défaut de masse, multipliée 
par c?, donne l’énergie de cohésion du système. La synthèse des 
noyaux atomiques à partir des protons et des neutrons fait apparaître 
entre ces particules (nucléons) des énergies de cohésion considérables. 
Donc, le défaut de masse du noyau (différence entre la masse totale 
de tous les nucléons formant le noyau et la masse réelle du noyau) 
est notable et peut être décelé. En fait, c'est d’après le défaut de 
masse qu’on trouve l'énergie de cohésion. 


27. Désintégration des particules. Les expressions de l’énergie 
et de l’impulsion des particules nous suggèrent quelques idées 
sur la désintégration spontanée des particules ou des corps. Suppo- 
sons qu’un corps, de masse au repos M, se scinde en deux parties 
dont les masses au repos sont m, et m:. Dans le repère où le corps 
était au repos avant la désintégration, le principe de la conservation 
de l’énergie est fixé par la formule (sur les principes de la conservation 
voir paragraphe 28): 


Me? = 10 + E20, (26) 


OÙ 610 et 620 sont les énergies des particules fuyantes. 

On a déjà vu que 610 >> mac? et 650 >> moc°. Il en vient que la 
condition (58) n’est remplie que si M >> m1 + m2. Ainsi donc, la 
désintégration spontanée n’est possible qu’au cas où la masse du 
corps est supérieure à la somme des masses des éclats. Si l’on a 
M << m1 + m>, le corps est stable; la désintégration spontanée 
en m1 et m, est impossible. Pour amorcer la désintégration du corps, 
on a besoin d’un apport de l'énergie de l'extérieur en quantité 
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au moins égale à (m1 + m2 — M jc?, c.-à-d. l'énergie de cohésion 
du corps. 

Le principe de la conservation de l'impulsion doit être vérifié 
lors de la désintégration spontanée. Dans le système de référence 
propre, l’impulsion du corps est nulle. Donc, la somme des impul- 
sions des éclats est aussi nulle: 


Pi0o + Pro = 0, 


ou 
2 __ ,.2 
Pi0 — P20° 
: 2 g2 2 9 
Comme p*—— — — mic, nous obtenons 
C 
do — MAC = E20 — MicA. (09) 


Les énergies des éclats sont tirées univoquement des formules (58) 


et (59): 


M2+ m?— m3 M2—m° : 
Bye I, Be TR, (60) 


28. Principes de la conservation en Mécanique  relativiste. 
Plus haut il était question des principes de la conservation de l'é- 
nergie et de l’impulsion d’un point matériel. Ici, nous arrêtons 
notre attention sur les principes valables pour le système de x corps 
matériels. Il faut y distinguer deux aspects. Premièrement, il est 
nécessaire d'analyser la forme des principes relativistes de la conser- 
vation dans le cadre d'un même référentiel. Deuximement, il est 
indispensable de connaître le comportement des grandeurs qui 
se conservent lors du passage d’un référentiel d’inertie à un autre. 
Ces deux problèmes sont manifestement résolus dans le cas d’un 
système des particules indépendantes et deviennent très compliqués 
pour un système des particules interdépendantes. 

Commençons par le système de nr particules indépendantes. 
Les équations du mouvement et de la variation de l'énergie pour 
le ième corps ont la forme suivante [voir (23) et (26)]: 


dpt) 


k k RE 
Te = Fh, po mayo, (61) 


(moy) = FO y (pas de sommation sur #!), (62) 


où Æ* est la force appliquée au kïième corps. 


Si l’on considère un corps isolé indépendant, alors F7 = 0 
et (61) et (62) donnent directement les principes de la conservation 
de l'impulsion p% — const et de l'énergie 8% — m@ y® c? — 
— const. Au fond, pour un corps isolé cela se traduit effectivement 


= 2 k 
par P?= p?—— — const. Pour un seul corps représentant un 
cè 


8—039 
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% L Lé me A Ld Ld 
système isolé, P? se conserve tant que p et T Se conservent separe- 


ment, eux aussi. Notons en passant encore une fois que p et 2 
d’un corps forment le quadrivecteur. 

La conservation de l'impulsion résultante >, p‘”, ainsi que 
de l'énergie totale > &* du système de n points matériels indépen- 
dants, est évidente vu la conservation de chaque terme des sommes. 


La loi de transformation de l’impulsion résultante et de l'énergie 
totale 


P=Y ph et E—> EM 


lors du passage d’un référentiel d'inertie à un autre est évidente, 
car au cas vectoriel la résultante se transforme comme ses compo- 
santes. 

Le problème concernant les principes de la conservation se 
complique sensiblement pour le système de n pärticules interdé- 
pendantes. En mécanique classique, si les forces sont conservatives, 
l'interaction des particules peut être décrite par la fonction poten- 
tielle du système U = (7%, #2, ,,., 700) où 7%) (9) définit la 
position du kième corps à l'instant £, et la position de toutes les 
n particules est considérée au même moment. La simultanéité est 
légitime, car elle se base sur l'hypothèse classique disant que les 
actions se propagent à la vitesse infinie. 

La vitesse finie de la transmission de l’action en mécanique 
relativiste exige, dans le calcul de la force en un point donné, la 
connaissance des positions des particules à un certain moment 
précédent. Il est alors évident que la forme de la fonction relativiste 
U est loin d’être simple. 

Présentons l'expression de l'énergie du système de n corps sous 
la forme 


E = > mpeg (63) 
et celle de l'impulsion résultante sous la forme | 
P= > mhyho, (64) 


Alors, on peut affirmer que les quantités P et aa ne forment plus 


le quadrivecteur à la différence du cas d’une particule isolée. En 
outre, ces quantités ne sont plus constantes. Il est clair que l'égalité 
& = const n’est plus vérifiée, car en mécanique classique se conserve 
l'énergie totale du système, y compris son énergie potentielle. Cette 
dernière ne figure pas dans la formule (63), car son introduction 
stricte est bien compliquée. La dépendance de (64) du temps est 
aussi une conséquence de la vitesse finie de la transmission de 
l’action. Aussi cette circonstance explique-t-elle le fait paradoxai 
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que les quantités 6 et P, qui représentent la somme des composantes 
des quadrivecteurs, ne sont pas des composantes du quadrivecteur. 
En effet, dans tout référentiel d'inertie où l’on compose les sommes 
(63) et (64), leurs termes sont simultanés du point de vue du système 
considéré. En passant d’un référentiel d'inertie à un autre, il est 
possible de trouver, par application de la loi de transformation des 
quadrivecteurs, les valeurs de l’impulsion et de l’énergie des par- 
ticules isolées et ensuite d’en faire la somme. Mais, dans un nouveau 
référentiel, les événements transformés ne sont plus simultanés. 
Pour trouver 6 et P dans le nouveau système, il faut alors rendre 
simultanées ces sommes par rapport à ce système. C’est bien cette 
nivélation du temps qui ne permet plus aux quantités 6 et P d’être 
les composantes du quadrivecteur. 

S’il y a interaction, les systèmes relativistes possèdent dix intégra- 
les: d'énergie, d’impulsion, de mouvement, de centre d'inertie, 
de moment cinétique, etc. Ces intégrales sous forme approchée sont 
représentées dans l’ouvrage de Fock, The theory of space, time and 
gravitation (traduit du russe), Pergamon press, 1959. 

Lors du passage d’un référentiel d'inertie à un autre, en certaine 


; : k 
approximation  (fB(# — 0 < 1) où se conservent encore les 


termes (B(#)?, les intégrales de mouvement telles que l'énergie et 
l'impulsion représentent le quadrivecteur, tandis que les intégrales 
de centre d'inertie et de moment cinétique forment le tenseur 
antisymétrique. Alors, il est clair que si ces intégrales se conservent 
dans un système de référence, alors elles seront constantes dans 
n'importe quel autre système. 

Voici un exemple où les principes de la conservation de l’impul- 
sion et de l'énergie s’écrivent sous une forme simple: 


D my D _ > maya, (65) 
2impeye = > mpeg. (66) 


Ces formules sont valables quand il s’agit des particules rapides 
mais d'interaction faible (ou de courte durée). Les formules (65) 
et (66) sont incorrectes au moment même de l'interaction mais 
donnent des résultats satisfaisants avant et après l'interaction, 
appliquées, en particulier, au gaz parfait relativiste. 


29. Quadritenseur du moment cinétique, quadritenseur du 
moment d’une force et leur transformation. Dans l’espace tridi- 
mensionnel le moment cinétique M d’un point est défini comme le 
produit vectoriel : | 

MA = 7 X p. (67): 


Ici, le vecteur r est pris par rapport à un point arbitraire et 
p = mot. Dans l’espace tridimensionnel le produit vectoriel repré- 


8x 
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sente le vecteur dual au tenseur antisymétrique du deuxième ordre 
(voir Appendice, 6) à trois composantes réelles. Ce tenseur possède 
les composantes suivantes: 
(R 
MF = 2Py —TyPh. (68) 
La relation entre le vecteur M et le tenseur M$? est donnée par 
la formule 
MP — euro M$, (69) 
où ego est le pseudo-tenseur complètement antisymétrique du troi- 
sième ordre (voir Appendice, 6). La définition (69) conduit à: 
M x = M, 2 = — My M, FS M x _—. — Mrs W; 7 M xy —— 
- = — Myxe (70) 
La généralisation naturelle du tenseur tridimensionnel du moment 
(68) est un tenseur quadridimensionnel du moment, dont l’expres- 
sion pour une particule est: 
Min = LiPr — Tapis (71) 
où les composantes du quadrirayon vecteur et de la 4-impulsion 
sont, comme d'habitude, traduites par les formules: 


R (r, ici), P (D. 8). (72) 


Il en vient avec évidence que les composantes spatiales (i, k — 
—1, 2, 3) du tenseur (71) coïncident, à facteur y près, avec le moment 
cinétique classique (68). Donnons maintenant l'interprétation des 
composantes M4. De (65) et (66) découle: 


Mia = ic (ipa— + ta) 


Il s'ensuit que les composantes My, M, M3 forment le vecteur 
tridimensionnel 


6 

ic (pr). (73) 
Voici les composantes du quadritenseur du moment cinétique du 
système (74): 


Mi = 
0 vM® y —ic(ip,— x) 
_yM® 0 vM®  —ic (ip, + y) 
MP ME 0 _, (in) 
ic(tpx— + à) ic (tpy— y) ic (tp. —2) 0 


(7ä) 
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Le moment cinétique d’un système des particules indépendantes 
est la somme des composantes des moments cinétiques de tous les 
points constituant le système. L’isotropie de l’espace et du temps 
laisse invariable le tenseur W;, d’un système isolé (voir Landau 
et Lifchitz, Théorie des champs, Editions Mir); cela veut dire que 
toutes les composantes de W;, se conservent. En particulier, l’éga- 
lité suivante 


D (pr) — const (75) 


est vraie. 
Comme l'énergie du système isolé demeure constante (DE — 
— const), on peut écrire au lieu de (75), en divisant ses deux membres 


par > 6, une autre égalité: 
2 
2e Re 1 — const. (76) 


D'après (76), le point fixé par le rayon vecteur 


ér 
R — 2e (77) 
se meut uniformément à la vitesse 
pee. 
Cela n’est autre que la vitesse du système tout entier. La formule 
(78) correspond parfaitement à l'expression p — Le, puisque >'p 


(78) 


est l'impulsion résultante du système, tandis que > & est son éner- 
gie totale. La formule (77) donne la définition relativiste des coor- 
données du centre d'inertie du système. Aux faibles vitesses des 
particules du système, 6 Æ mc°, et (77) est remplacée par 


R=2T. 
DE 

Il est important de noter que la formule (77) n’a trait qu’au 
système des particules indépendantes. Au paragraphe 28, on a 
expliqué la cause des complications surgissant lors de l'analyse 
relativiste du système des particules interdépendantes. 

Soit M le moment cinétique tridimensionnel dans le repère 
K où le corps (ou système de particules), considéré comme un tout, 


est au repos, c.-à-d. dans le système tel que >, p = 0. Nous nous 
intéressons au moment cinétique M” du même ensemble de particu- 
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les par rapport au centre d'inertie se déplaçant avec la vitesse rela- 
tive Y dans le repère À”. Trouvons donc les formules de transforma- 
tion de M. Les composantes de M étant les composantes spatiales 
du tenseur des moments W;,, leur transformation se fait d’après 
les mêmes formules générales : 


Mi =T(Mi—iBMi), Mis=T(Mi—iBMis), Mas= Ms 


Mais l’origine du repère Æ” se confondant avec le centre d'inertie, 


on à 
D Ey = 2,620. 


La vitesse V étant prise pour l’axe des x, on obtient > p, — D;p, —0. 
Par suite, W,, — M,, = 0, ce qui donne immédiatement : 


nes = tente 


Mi=Ms My=MyV 1-7, MM 1-4. Go 


Le module de M a pour expression: 


mem (it) Ma (80) 


On aura besoin encore de la généralisation quadridimensionnelle 


du moment de force. Quant à l’espace tridimensionnel, celui-ci 
y est défini par le produit vectoriel : 


LO =rxrF. (81) 


Par analogie avec (65), il est naturel de prendre pour la généralisa- 
tion quadridimensionnelle du moment de force le tenseur antisy- 
métrique : 


Lin = Lin — Vi (82) 
où À (r, ict) et F (VF, Ly (Fv)). Il devient clair, grâce aux compo- 


santes des quadrivecteurs R et F, que les composantes spatiales 
de (82) coïncident avec l'expression classique du moment de force 
(81) à y près: 


Lip = YLPe- (83) 


On tire facilement de la formule (82) les composantes L, : 


Lya = iYc (Fe To) (84) 
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Ecrivons la matrice du tenseur du moment de force 


Lin = 
0 yL® — vL® — ive( tFx— Te z) 
; Fv 
NL 0 vL® — ive( tFy — y) 
(R) (k) Fv | 
vLy —YLÈ 0 = ie tF,—"7 2) 
5 F ; F ; F 
Lare(ire—Æt 2) ve (ir, — y) ivc(iF,— es) 0 
(85) 


La transformation des Z;, lors du passage d’un référentiel d’iner- 
tie à un autre se fait d’après les formules générales de transformation 
des composantes tensorielles. 

Ecrivons enfin la généralisation relativiste quadridimensionnelle 
de l’équation classique de la variation du moment cinétique. Si la 
mécanique newtonienne donne 


M) 
—— = LP, (86) 
dt 
l'équation généralisée se met alors sous la forme: 
aM ; 
Te — Lips (87) 


Les composantes spatiales de (87), définissant trois équations, 
correspondent (à y près) à l'équation classique (86) en se transfor- 
mant en cette dernière au cas non relativiste (y — 1). Les composan- 
tes temporelles (87) représentent les identités et, par conséquent, n’ap- 
portent rien de nouveau. 


30. Quelques problèmes de la mécanique du point matériel. 
L'équivalence de tous les référentiels d'inertie impose la modifica- 
tion de l'équation du mouvement d’une particule. En restant dans 
le cadre d’un référentiel d’inertie donné, tous les changements rela- 
tivistes se réduisent au remplacement de l'équation (14) par (43). 
Pour mieux comprendre des innovations apportées par l’équation 
relativiste (43) envisageons quelques problèmes en les résolvant paral- 
lèlement à base des équations du mouvement classique et relativiste. 
Chaque problème a son propre numérotage des formules. 

Le mouvement rectiligne uniformément 
accéléré d'une particule. Dans le repère X”, la particule 
se déplace le long de l’axe des x” de façon que v, = v; = 0. En faisant 
appel aux formules de transformation de composantes des vecteurs 
vitesse, on voit que, dans Æ, on a également v, = v, = (0. Si l’accé- 
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lération de la particule reste invariable, alors, dans un repère où 
elle est au repos (son propre repère), les composantes de l'accélération 
sont (wo, 0, 0, 0). La grandeur w, est une accélération tridimension- 
nelle usuelle dirigée le long de l’axe des x’. La condition relativiste 
de l’invariance de l’accélération constante consiste en ce que, dans 


tout repère, on a 
du; \2 
ei | = W, (1) 


où le deuxième membre représente la valeur de l’accélération dans 
son « propre » système de référence (v, = v, = v, — 0). Mais dans 
tout référentiel la quadrivitesse de la particule a pour composantes 


— 


lAUTERLT 0, 0, icy), 


et les équations du mouvement (19) montrent que les composantes 
de la quadriforce sont %; — %;, — 0. Par conséquent, dans un réfé- 
rentiel arbitraire, il reste deux équations 

dus, 


du: l 
a — F, mo dt = Y(Fv). 


mo 


Pour simplifier l'écriture, on a désigné F, = F et v, = v. La con- 
dition (1) aura maintenant la forme 


(5 - 1 (PF Fu) = 


2 
dt mi 


F2 


2 
m6 


_ w° — const. 


La conclusion en est que, dans les deux cas, classique et relativiste, 
le mouvement uniformément accéléré s'effectue sous l’action de la 
force constante F — mowo. L'’équation du mouvement s'écrira alors 


du: dus 
VE = YWp OU di — UWp. 
En désignations tridimensionnelles 
d 1 U 
(=) " ou A (2) 
Ars Ten 


Evidemment, le même résultat s'obtient immédiatement si l’on 
porte la force constante F — mow, dans l'équation relativiste du mou- 
vement, d’où l’on voit immédiatement que w, est l'accélération clas- 
sique. 

Si les conditions initiales sont telles que pour { — 0 la vitesse v 
est nulle, alors C = 0, et en exprimant la vitesse par w,, on obtient 
selon (2) 
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où est introduite la désignation ve, — wot. En intégrant la dernière 
relation sous les conditions initiales x — 0, { — 0, on aboutit à l’ex- 
pression 


= (/1+() 1). (4) 


La solution traditionnelle correspond à la force constante et, com- 
me on sait, a la forme suivante (pour les mêmes conditions initiales) : 


wot2 
Va = Wot, I— 5 


Si la vitesse classique s'accroît infiniment avec le temps, alors, 
en vertu de l'inégalité évidente, 


T “A 
(| a, si À 0. 
V4 x? V/Aa2 + x? — 
ST 
Il résulte de (3) que la vitesse relativiste est toujours inférieure à c, 
ce qui est en accord parfait avec le principe de la vitesse limite de la 
propagation des signaux. Si _ & 1, les expressions relativistes (3) 


et (4) de la vitesse v et de la coordonnée x se transforment en celles 


classiques. 
Calculons le temps propre de la particule uniformément accélérée. 


La différentielle du temps propre est 


= 1% — 2 dt. 


En choisissant l’origine commune dé référence de temps {—Tt—0, 
on a 


t 2 t D = 
_ va _ He _ 


0 


wWpt 


wit2 
c2 ‘ 
Lorsque { — co, en négligeant, sous la racine, l’unité par rap- 


s Wpt : 
port à +; on obtient 


C Dot C 
= Aresh Len 
(77) C WQ 


es 2Wot 
C 

Nous voyons que le temps propre d’un corps uniformément accé- 
léré s’accroît beaucoup plus lentement que celui au sein du système 
de référence « immobile » par rapport auquel le corps est en mouve- 
ment. 

Ayant quitté la Terre, le voyageur en espace, qui se meut avec 
une accélération constante, se voit plus jeune que ses jumeaux terres- 
tres. 


T + . 
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Mouvement d'une particule chargée dans 


u n 


champ électrostatique uniforme. Posons 


les conditions initiales suivantes : à l'instant £ — 0, les coordonnées 


X 


Fig. 14. Electron entrant dans le 
champ électrostatique uniforme du 
condensateur. A l'instant t — 0, 
l'électron se trouve à l’origine des 
coordonnées. Du côté du champ, la 
force est dirigée suivant l’axe des x, 
la vitesse initiale vw, de l’electron 
suit l’axe des y. La solution clas- 
sique du problème est la même que 
pour le problème du mouvement 


de la particule chargée sont xo — 
—y0 = 0, sa vitesse v, étant perpen- 
diculaire au champ Æ. Ces condi- 
tions correspondent au problème 
sur la particule qui entre dans le 
condensateur chargé parallèlement 
à ses armatures (fig. 14). Dirigeons 
l’axe des x suivant Æ et l’axe des 
y suivant %,. Alors, la particule se 
déplacera dans le plan(x, y). Jusqu'à 
ce que cela soit possible, nous ne 
séparerons pas les équations du 
mouvement classique et relativiste 
en les écrivant sous une forme unique 
D 2eE, 
où F —eE est la force qui agit sur 
la particule chargée de la part du 


d’un point pesant lancé horizon- 
talement avec la vitesse v, dans 
le champ de gravitation. 


champ électrique. En composantes, 
ps=eE,; Dy=0, 
D'où l’on obtient l’impulsion en intégrant 


Px — Et + Pox: Py — Poy: 


Mais d’après les conditions initiales relativistes et classiques, si 
t = 0, alors p, — 0 et p, — po. Par conséquent, on peut écrire 


Py — Po: 


Maintenant il faut prendre en considération la difiérence existant 
entre les définitions de l'impulsion: 


Px = eEt, 


classique relativiste 
D = MT. D = MY. 
On a Dans ce cas 
Dee = p°= ps + py= (Et) + ps. 
| é m0 L’équation pour l'énergie de la 
_ _. uw.  (14)| particule est 
== 2 |. m>°c? == 
Par intégration on obtient 6—c Pre 
E & — V m°ci + pie? + (ceEt) — 
Pr 0 0 y = Vot + Yo. V € + (ceEty? 
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Mais si 4—0, alors 20—Yy0 =0 | Faisant appel à la relation 


d’après les conditions initiales. 
On a finalement 


eE t2 
Fan 2e y = Vol. (x) 
La vitesse de la particule 
2 eE \2 2 
A PT (=) fu 


s'accroît infiniment avec le temps. 
La trajectoire de la particule, 
obtenue par suite de l’élimina- 
tion du temps é de (*), est une 
parabole 

eE 2 


L= + ÿ 
mov ÿ 


c2 ; 
= p, (1) 
on obtient 
tr) = dE Pr 
x dt $ 
c2eEt … 
VE 


UV / 
| V 60 . 2 Ve V2 ei 
( mc? ) es) 

où v, se détermine selon (1'). 

De (2’) découle, comme au para- 

graphe précédent, que v® est 

toujours inférieure à c, car 
d 2 

OR Poc (3') 
L VE3+ (cet) 

diminue obligatoirement avec le 


temps. Il est facile d'intégrer 
l'équation (2°) 


Los rs 0 
L— — V E5+ (ceEt) —— , 


où la constante d'intégration est 
choisie de façon que pour é—0, 
x—=0. De (5) on obtient par 
SEE élémentaire 


pr) — 
y 


a t 


y= 


Comme on s’y ee y se 
réduit à zéro lorsque {—0. En 
éliminant { entre les expressions 
pour x et y, on aboutit à 


z=# (ch _. —1). 


Donc, si la trajectoire classique est une parabole, celle en rela- 
tivité se présente sous forme de chaînette. Pour le cas v< c, la chaî- 


-nette se transforme en parabole. En effet, lorsque — <1,onay— 1, 


Po = Mo, et 60 — Moc*. 


4.6 —X 
chz= 


En outre, pour les petites valeurs de x 


2 
=1+-+..., 
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d’où 
— Éo e2E?y? en moc? (eE)? y2 _ eE p 
eE  2päc2 eE  2mévêc2 2movè Ÿ ? 


ce qui donne la parabole classique. 

Mouvement d'une particule chargée dans 
un Champ magnétique statique uniforme. 
Les équations classique et relativiste du mouvement de la particule 
chargée dans un champ magnétique ont non seulement la même 
forme 

+. = ev X B (1) 
mais coïncident réellement. Cela s'explique par le fait que le champ 
magnétique n'effectue aucun travail pour le déplacement de la charge 
et l’énergie de la particule demeure constante [voir (25) et (26), 
bien que les expressions pour l’énergie ne soient pas identiques dans 
les cas classique et relativiste. A base de la relation relativiste 


6 
P=-x V; 


où 6 — const, l'équation (1) prend la forme 


dv ec? 
rs —= TG VX B, (2) 
alors que la définition classique de l'impulsion p — mov exige: 
dv e 
FE —= Mo v X B. (3) 


Ainsi donc, les équations ci-dessus (2) et (3) ne se distinguent que 
par les facteurs devant le produit vectoriel. Rappelons brièvement 
comment on procède à la résolution de l'équation (2) ou (3). Diri- 
geons l’axe des z suivant le champ magnétique. Alors B — Bk, on 
est en mesure d'introduire les facteurs constants qui apparaissent 
devant le produit vw x Æ dans les équations (3) et (2): 


eB ec2B eB | —— 
=, og Lo VT FE. (4 


Ensuite, pour fixer les idées, résolvons l'équation (2). En déve- 
loppant le produit vectoriel & x k, récrivons (2) en composantes : 


Ux = OUys Vy = —Oys V0. (5) 


Il est commode de passer à une variable complexe dans le plan. 
(Ux, Vy). En multipliant la seconde équation de (5) par l’unité ima- 
ginaire à et l’additionnant à la première, on obtient : 


d , ; , 
Te (Us + ivy) = —io (vx + ivy). 
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Cette équation s'intègre immédiatement, pourtant la constante 
d'intégration doit être complexe 


Dei ae, 
où a est une constante complexe. En l’écrivant sous la forme a — 
— Vose-% où Lot et « sont réels, la solution sera comme suit: 
Ux + iUy = Vase EH A), (6) 
Evidemment v,, représente le module du nombre complexe fai- 
sant partie du premier membre de (6): 
Uÿt = Ur + Vy: 
Par conséquent, la vitesse de la particule dans le plan (x, y) demeure 
invariable. L'expression (6) aura la forme 
d | xà 
a (+ iy)= vue Cire, 


qui permet l'intégration directe 


; TT 
Vot miettes) (7) 
O 
S'étant rappelé le sens géométrique du nombre complexe présenté 
sous Ia forme z = re, on en déduit que la particule décrit toujours 


. r U . 
la circonférence de rayon constant r — 7 tandis que l’angle que 


TU 


fait son rayon vecteur avec l’axe des x s’accroît uniformément avec 
le temps: @ — ot + const. Cela signifie que le mouvement de la 
particule projété sur le plan (x, y) est uniforme suivant la circonfé- 
rence de rayon 


© ec2B  eB? 


où p est la projection de l’impulsion sur le plan (x, y) à la vitesse 
angulaire ©. Quant au mouvement le long de l’axe des z, la troisième 
équation (5) donne 


___ Vot Vot 6 __ Pt (8) 


Z = Z9 + Voit. (9) 


Il découle des équations (8) et (9) que la particule chargée décrit dans 
un champ uniforme une hélice, dont l’axe est dirigé suivant Le champ 
magnétique, et de rayon défini par (8). Le module de la vitesse de la 
particule, comme ïil doit être pour le champ magnétique, est 
constant. Lorsqu'au moment initial la vitesse de la particule le long 
du champ magnétique était nulle (v,, — 0), sa trajectoire est une cir- 
conférence perpendiculaire au champ. 

La grandeur ©. est une vitesse angulaire de rotation de la projec- 
tion de la particule sur le plan (x, y) orthogonal à la direction du 
champ magnétique. Cette vitesse angulaire est dite vitesse angulaire 
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cyclotrone. Comme nous avons déjà mentionné, @z —= Yor, c.-à-d. 
que la vitesse cyclotrone des particules rapides est inférieure à celle 
des particules non relativistes. Aux faibles vitesses y — 1 et ©} —- @r. 

Il paraît intéressant d'envisager le déplacement de la charge dans 
des champs électrique et magnétique statiques. Le lecteur en trouvera 
la solution dans l’ouvrage déjà cité de Landau et Lifchitz, Théorie 
des champs, $ 22. Il nous reste seulement à ajouter que dans le cas 
des champs croisés (orthogonaux) qui satisfont à l'inégalité E? — 
— CB? = 0 (comp. avec le paragraphe 37), on parvient à éliminer, 
par un choix convenable d’un référentiel d’inertie, soit le champ 
électrique, soit le champ magnétique. On utilise, pour ce référentiel, 
les solutions mentionnées plus haut. 

En conclusion, envisageons l’accélération acquise par la charge 
dans le champ électromagnétique d’après la mécanique classique et 
relativiste. En partant de l'équation générale du mouvement 


d 
-=e{E+vxB}, 


on obtient pour le cas classique (p — mot) 
= {E + X B}. 


Pour déterminer l’accélération relativiste, on fait appel à la relation 
(41) p =$v, d'où 

dp v dé 6 dv 

HE à | € à 
mais, conformément à (26), 


dé 
7 =Fv-eEv, 


et selon (27) 


6 7 
T2 = Mo; 


d’où [comp. avec l'équation générale (48)]: 
3 e : UV 
PT {E+vx B—+(Ev)) 5 


La distinction entre v, et w. est évidente ; la correction relativiste de 
l’accolade correspond à l’apparition du « freinage » qui finalement 
ne permet pas à la particule de « dépasser » La vitesse c de la lumière. 
Pour les vitesses satisfaisant à la condition 6 < 1, on aboutit à l’éga- 


lité Ur —= Ur. 
Problème de Kepler (mouvement de la 
particule dans le champ d'une force radia- 
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le). La solution de ce problème inclut celles de la révolution des pla- 
nètes dans le système solaire et du déplacement d’une charge de mas- 
se m, dans le champ d’une autre charge électrique dont la masse est 
supposée si grande qu’on la prend pour immobile. 

Le problème de Kepler consiste en définition du mouvement d’une 
particule soumise à la force qui est partout dirigée vers le même 
point déterminé (« foyer »). La valeur de la force ne dépend que de 
la distance du foyer et est indépendante du temps. Donc, la force est 
considérée comme potentielle 


F(r)= EF (r) = —gradU (r), gradU(rn= 7, (4) 


où r est la distance calculée à partir du foyer. 

Tout comme pour les problèmes précédents, nous écrivons parallè- 
lement les solutions classique et relativiste. Afin d'obtenir la trajec 
toire de la particule, il faut intégrer l'équation du mouvement: 


d d 
= F'(r) ou = — grad U (r). (2) 


Les cas classique et relativiste se distinguent par la définition de 
l'impulsion : 

1 U / 

P=mov, (5) | P—Moyv, VER p=——. (3) 

Dans les deux cas, il découle immédiatement des équations du 

mouvement que la particule se meut dans un plan quelconque. En 

effet, le produit vectoriel de l'équation (2) par le vecteur + définis- 


sant la position de la particule par rapport au foyer a pour expres- 
sion 


dp 
TX dre 9 X PF. (4) 
et F'étant parallèles, le second membre sera égal à zéro. Récrivons 
le premier membre de (4) compte tenu de l'identité 
dp … _d. js dr 
X gr — di P— x * P: 
. d ? ; 2 : 
Mais _ — v est la vitesse de la particule. L’impulsion dans les deux 
cas étant parallèle à la vitesse, le second terme du deuxième membre 
se réduit à zéro. Par conséquent, (4) aura la forme suivante : 


Er x p=0 ou 7?’ X p — M — const. (2) 


Cette conclusion est juste pour l’impulsion classique et relativis- 
te. D’après la définition du produit vectoriel ses facteurs sont obli- 
gatoirement orthogonaux au vecteur du produit. Comme le vecteur M 


128 Théorie de la Relativité restreinte 


est constant, les vecteurs r et p (de la vitesse v) sont toujours copla- 
naires. Ainsi donc, dans les deux cas, le mouvement dans le champ 
de forces radiales est plan. 

Par définition, le vecteur M est le moment cinétique du système. 
Nous avons obtenu le résultat bien connu: le moment cinétique de 
la particule se conserve dans le champ de forces radiales. Comme 
nous voyons, il en est de même pour le cas relativiste (pour la valeur 
relativiste de l'impulsion). 

Quant au principe de conservation de l’énergie, il fut déjà formulé 
[voir (17) et (28)]; il nous reste d’en tirer les relations nécessaires 
(dans ce qui suit, mo — m): 

2 
——+U(r)=8€=const, (6)| me?(y—1)+U(r)=86=const. (6!) 

Introduisons dans le plan du mouvement de la particule les coor- 
données polaires (r, æ). Dirigeons l’axe des z suivant la normale au 
plan du mouvement. Ici, l'élément d’un arc de courbe dans le plan 
sera : 


ds? = dr? + r? dy. 
Ayant divisé les deux membres de cette égalité par df?, on obtient 
l'expression de la valeur absolue de la vitesse : 
ds \2  ‘* ; ° dr . d 
LENS RER Re 2 2 _ UT 007 
= (2) To a 


Les courbes coordonnées du système polaire sont représentées 
par les cercles dont le centre est à l’origine de référence et les rayons 
provenant de cette origine qui coïncide avec le centre du champ de 
forces. Notons par e- ete, les vecteurs unitaires tangents aux lignes 
de coordonnées. Alors le vecteur vitesse se présentera sous la forme 


v—=Trer +rpep 
Ur=T; Up =r@;, (x) 
et le rayon vecteur de tout point est 
V = rer. (++) 
Rappelons au lecteur que la direction des vecteurs e, et e, varie d’un 
point à un autre, bien qu'ils demeurent partout orthogonaux. Intro- 
duisons encore un vecteur unitaire constant Æ qui suit l’axe des z. 


A partir de (x) et (++), on arrive à la valeur du vecteur du moment 
cinétique en coordonnées polaires pour chaque point du plan: 


Er Co À 
M=rxp=ir 0 0|-=rpk. 
Pr Po 0 
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Les valeurs classique et relativiste de M, tout en coïncidant en direc- 
tion, se distinguent par leurs modules: 


M =rpy=mr?=const, (7) | M = r po = myr?@ = const. (7") 


Ecrivons le principe de conservation de l’énergie en coordonnées 
polaires : 


(+ rèp?) HU (r) = me(y—1)+U(r)=8, (8) 
: { 
ou, en remplaçant œ@ par _ : VE : 
mr Vi _r2+r2p2 
c2 


2 M2 
+ a+ U (r) = 6 — const. (8) 


La trajectoire du mouvement est facilement déterminée à l’aide 
de la formule de Binet (se rapportant au cas classique) qui est une 
équation différentielle de l’orbite pour une force donnée. Le cas rela- 
tiviste a son analogue. 

L’équation de la trajectoire de la particule en coordonnées polai- 
res r — r (p) s'obtient par l’élimination du temps entre Les équations 
r —r(t), ® = p(t). Pour commencer notons que 


M — mr2Q, M — myr°p, 
dp _ M dp M ; 
Qu dt myè (9) 


Admettons qu’il existe la relation r = r (œ). Alors, on passe de la 
dérivation par rapport à £ à celle par rapport à q de la manière sui- 
vante : 


__ dr dr dg __M dr M dr 
dt  dp dt mr? do” mr2y do ? 
. d dr d dr \ do **_ M d M dr , 
= (7) ae re ne (e. do | (10°) 
M  d M dr 
TT mr ol mr2 7) (10) 


En dérivant par rapport au | Il découle du principe de conser- 
temps le principe de conserva- | vation de l'énergie (8') que 
tion de l'énergie (8), on obtient 


en simplifiant par r: Ps 1 
"M hp 11) _ {4 80) \? . 
MT — = (r),  _( = ( + ) . (11) 


9—039 
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car 
au 
is dr ? 
et 
aU daU * 


& à! 
Remplaçant dans (11) la dérivée 
r selon (10) et divisant les deux 


membres par — , on obtient: 
mr 
(5) 
dp (= dp r 
=-7s F(r)r*. (12) 


Introduisons une nouvelle varia- 
«| 
ble u=— et notons que 


4 dr d { 
Fa & (Tr) 
d 
Âlors (12) aura la forme: 
dè 
ae tu — ps Fu). (14) 


La formule (14) n’est autre que 
la formule de Binet. 


D'autre part, 


cè 
= (ra) + 
(12°) 


où on a tenu compte des expres- 
sions (9°) et (10’) pour r et œ. 
Comme 


2 
Tr tte tte 


ur: nr (a) ne |. 


où l’on a procédé au remplace- 
ment identique à celui de (13} 
pour le cas classique, l'équation 
(11) se présente sous la forme: 


tr (Se) +u En 
=[1+50 —UÙ (r) 


mc2 
Il est commode de procéder à la 
dérivation de (13’) par rapport 
à @; simplifiant par le facteur 


d us 
commun 40 et divisant les deux 


membres par 


(13) 


M? ; 
n2c2 ? on aboutira 


à l’expression : 


du 
dp2 vi 
m , 6é—U (r) 
7 M?u2 (1 mc? EX }: 
(14} 
où l’on a tenu compte de 
aU 4 dU 
er una 


La formule (14°) est une analo- 
gue relativiste de la formule de 
Binet (14). 
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Pour obtenir une trajectoire concrète, il faut donner la fonction 
potentielle U (r). Etudions le cas de l’attraction coulombienne ou de 
la pesanteur. Alors, 


U(rn=—<= hu, F(n=-grad0 (= +7, 
F(r)= += he; 


ici 4 est une constante dépendant des masses et des charges des corps, 
ainsi que du choix du système d'unités. Dans ce cas, les formules (14) 
et (14°) seront respectivement : 

d'u km du 


k 84 , 
UE (15) | tu (1+ SEE). (15) 


En introduisant les notations 


2 
Dir: | 
km & (16) 
M? (1 + mc2 | + ) 
l'équation relativiste (15°) se présentera sous la forme : 
du 
dp? +ou= A. (17) 


L'équation (17) montre que la formule classique (15) de la trajec- 
toire n’est qu'un cas particulier de l’équation relativiste correspon- 
dant à æ©? — 4 et à la constante modifiée du second membre. Il em 
résulte immédiatement que lorsque c —+ co, nous aurons réellement. 
o? — 1 et la coïncidence des constantes dans les seconds membres 
de (15) et (15’). 

Cherchons la solution de l'équation générale (17). Elle repré- 
sente une équation différentielle linéaire du second ordre dont le 
second membre est constant. La solution générale de l’équation inho- 
mogène est égale à la somme de la solution générale de l'équation 
homogène u” + œ°u — 0 et d’une solution particulière de l'équation 
(17). La solution générale de l'équation homogène est de la forme 
u, = C1 cos op + C, sin wp. Une solution particulière de l’équa- 


tion (17) est égale à ie Donc, la solution générale de (17) s'écrit com- 
me suit 


{ ; 
u == Ci cos wp+ Cssin wp+<., (18) 
et la solution générale de l'équation (15) sera : 
{ ; k 
u=—— Cicosp+Cisinp+. (19) 
9% 
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Calculons œ de façon que ® — 0 corresponde au périhélie de l'orbite 
(un éloignement minimal du foyer), donc, à la valeur uw — umax. 
Egalons la dérivée à zéro pour @ = 0: 


du : | 
(re) —0, c.-à-d. © (— C;sin op + C3cos op)p=0 = 0. 

D'où C; — 0 et, par D (18) et (19) s’écriront respective- 
ment comme suit: 


C:102 
dre = Ci cos @p+ = (1 + 8 cos wp), =, (20) 


} k CM? 
Ur = C2 008 p+ = (1 + 82 cos q), Ep = ——. (21) 


L'équation + = — C (1 + e cos p) est l'équation générale d’une 


section conique ayant son foyer à l’origine des coordonnées. Lorsque 

£ << 1, on obtient l’ellipse. Quand l’angle œ prend les valeurs de 0, 

271, 4, . .., le point se trouve au périhélie, celui-ci étant fixé dans 

le plan; la grandeur du rayon vecteur au périhélie vaut toujours 
Î | 


C(1+E) 
En Relativité, 


Â A 

2 — C* (1 + 8 cos po), Ce (22) 
et la trajectoire du mouvement diffère de celle classique. L’équation 
n’est plus celle d’une section conique et le périhélie de l’orbite n’est 
plus fixé dans l’espace. La valeur du rayon vecteur au périhélie 


: £ < 1 : RER 
est toujours égale à AT) de telle sorte que le point au périhélie 


ne quitte jamais la circonférence de ce rayon. Cependant, l’angle 
correspondant au rayon vecteur du périhélie varie constamment. 
L’angle , décrit par le premier périhélie est égal à zéro. La position 
suivante du périhélie se détermine par l'égalité op = 2x, donc @2> — 


27 
= Dans tous les cas intéressants, œ° est légèrement inférieur à 


l'unité et 2 > 27. Donc, dans le cas relativiste, a lieu le mouve- 
ment orbital du périhélie dont le déplacement angulaire fait en une 
rotation vaut 


Ap= En 27 (+ —1). (23) 


Donc, à la différence du cas classique, le mouvement suit dans 
lu cas relativiste une orbite complexe; les périhélies successifs des 
orbites décrivent une circonférence. Si l’on fait appel au système de 
coordonnées qui sera en rotation avec le périhélie, c.-à-d. si l’on pose 


r=r, Ÿ = ow, 
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l'orbite de ce système représentera une ellipse ordinaire. Ses paramè- 
tres différeront quelque peu de ceux de l’ellipse classique. Du point 
de vue du repère « immobile », la particule décrit une rosette. 

Les astronomes découvrirent depuis longtemps que pour certaines 
planètes avait lieu un déplacement des périhélies de quelques secon- 
des d’arc par siècle. Le déplacement le plus manifeste (de 43”) est 
observé chez Mercure, planète la plus proche du Soleil. Pourrait-on 
expliquer ceci à l’aide du résultat (23)? Or, le déplacement, selon 
(23), s’est avéré trop petit et ne fait que 7”. 

Cet écart inexplicable, la Relativité généralisée le comble d’em- 
blée. Citons, sans déduction, l’analogue relativiste généralisé de la 
formule de Binet. La considération du mouvement d'un corps dans 
un champ central d’un corps massif (problème de Schwarzschild) 
donne en nos désignations pour l'équation de la trajectoire [comp. 
avec (15) et (15')]: 


dèu m : 


Cette équation n’est plus linéaire (terme de 3mu°) ; elle se résout ap- 
proximativement et donne pour le déplacement de périhélie avec 
une très bonne précision la valeur recherchée de 43”. Notons en con- 
clusion que la résolution mentionnée n’est pas très logique dans le 
cadre de la Relativité restreinte. L'action réciproque des corps est 
considérée à l’approximation newtonienne, c.-à-d. qu’on néglige le 
retard en action entre eux. 

Quand on traite des révolutions de planètes, le coefficient #, 
introduit dans la fonction potentielle U (r), est égal à Gmmu, où G 
est la constante de gravitation, m la masse d’une planète, m, la masse 
du Soleil. Notons que les masses au repos m et m1 font partie de l’ex- 
pression de la force de gravitation. 


31. Fonctions relativistes de Lagrange et de Hamilton. Les 
équations de Lagrange et de Hamilton sont utilisées dans l’analyse 
de divers problèmes mécaniques ou électrodynamiques. Nous allons 
voir quelle est la procédure à suivre lors de la construction des fonc- 
tions relativistes de Lagrange et de Hamilton pour une particule. 
Si notre méthode n’est pas très stricte et conséquente, elle nous amène 
tout de même assez vite aux expressions recherchées. Comme il est 
d'usage, abordons le problème par un bref préambule concernant les 
notions classiques ; envisageons le cas tridimensionnel le plus simple 
en coordonnées cartésiennes. Les équations de Lagrange en écriture 
symbolique ont la forme suivante: 
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La fonction de Lagrange n’est qu'une différence entre les énergies 
cinétique et potentielle : 


L=T—-U— 


2 2 
Ua, y, 2) = —UÛ (r). 


En composant la différentielle 
dL = mv dv — grad U.dr, 


nous voyons immédiatement que 


OL ôL 
7 = D =mMY, = —gradU —#F, 
car, par définition, F — —gorad U. 


L'énergie du système se définit selon la fonction de Lagrange de 
la façon suivante : 


2, 
= ot tu = EU. 


Dans le cas ci-dessus, les équations de Lagrange s’identifient au 
principe fondamental de Newton: 


d 
(nv) =. 


Rappelons que l’expression _ — P est appelée impulsion généra- 


lisée qui, dans notre cas, coïncide avec l’impulsion usuelle p = mov. 
La fonction de Hamilton s'obtient à l’aide de la fonction de La- 
grange d’après la formule: 


ôL 
A = —— v —L ; 
0v 
cette quantité doit être finalement exprimée en coordonnées et im- 
pulsions généralisées (mais non en vitesses généralisées). Dans le 
cas envisagé de l’espace tridimensionnel et des coordonnées carté- 


siennes, Ü — Let 


2 2 
Gp +U—= +U. 


La fonction de Hamilton étant connue, on trouve les équations du 
mouvement à l’aide des formules : 


CSA . CIS A 
op PT Gr 
CEA 0H À 


Il est facile de remarquer que les équations ci-dessus nous renvoient 
au principe fondamental de la mécanique; la première de ces équa- 
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tions définit l'impulsion, tandis que la seconde exprime le principe 
fondamental de la mécanique. Toutes ces relations se généralisent 
à tout nombre de degrés de liberté, ce qui n’y est pas d’ailleurs néces- 
saire. 

Généralisation des équations deLagran- 
ge. Nos relations se rapportaient au cas où l’énergie potentielle ne 
dépendait que des coordonnées, la vitesse de la particule n’y jouant 
aucun rôle. Il s'avère pourtant que les équations de Lagrange gardent 
aussi leur forme quand 


U—=U(r, v) 
si seulement a lieu 
F = — grad, U + + gradsy U. (+) 
En effet, considérant toujours ZL = T — U, on obtient 
0L Ô0L 
= MU — grade ÊÉ  — — prad;U, 


et les équations du mouvement seront donc: 
d d 
ET (mv) — 5 grade U — grady U = 0. 


La dernière équation, selon (+), exprime le principe fondamental 
de la mécanique, ce qui touche directement l’Electrodynamique. 
La force appliquée à une charge s'écrit: 


F=e{E +vXxB}. 
Exprimée en fonction des potentiels d’un champ électromagnétique 
E = —grad q — À, B = rot À, elle sera: 

F—e { — grad p— + vx rot À }. 
Démontrons que cette force peut être présentée sous la forme (+) où 
U = ep — e (Av), et ®—œp(r), À — À (r). En effet, 
grad ,ÙU = e grad ,®@ — e (uV) À — ev X rot À; 
d’après la formule générale 
grad ,(Av) = (vV) À + v X rot À + (AV) v + À X rot v, 


mais comme v est une variable indépendante et ne dépend pas de 7; 
les deux derniers termes s’éliminent. Ensuite, 


grad ,U = —eÀ, 
comme À ne dépend pas de v, 


d 
7 grade U — —e —. 
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Ecrivons (+) sous forme d’une somme des termes obtenus : 


—e grad ,® + e (UV) À + ev X B — eA. 


Rappelons la formule générale qui définit la dérivée « substantielle » 
pour la particule mobile : 


0 A d A 
a + (WV) 4A= dt : 
On a donc: 
Fe{-gradp-+vxB}, 


c.-à-d. on aboutit à l'expression de la force recherchée. Par consé- 
quent, la fonction classique de Lagrange pour une particule dans un 
champ électromagnétique est de la forme *) 


L=T—U(r) — ep + eAv. (88) 


Naturellement, l’expression de l’impulsion généralisée ne sera plus 
la même en l’absence de champ électromagnétique : 


= P=mo+eA=p+e. 
Il est facile d'écrire la fonction non relativiste de Hamilton pour 


une particule dans un champ électromagnétique : 
v= (P—eAÀ), 
æ — 9L L= P A\P m (P—eA \2 
= 7v—-L=(P-eA) PTS) + 
+U(r)+ep— L(P—e4)= E(P—eA) +U(r)+ep. (89) 


Ainsi donc, nous avons obtenu les fonctions non relativistes de La- 
grange (88) et de Hamilton (89) pour la particule chargée dans un 
champ électromagnétique. 

Formerelativiste des équations de La- 
grange. En mécanique relativiste, l'énergie cinétique de la parti- 
cule n’est plus une fonction quadratique homogène de la vitesse. 
D'où il vient que la fonction de Lagrange n’aura plus d’une forme si 
simple qu’en mécanique classique où L = T — U. Toutefois, on réus- 
sit à la découper en une somme de deux termes dont l’un ne dépend que 
de la vitesse de la particule et l’autre de ses coordonnées. Posons 


L=F(v) —U (r), 


où F est une fonction encore inconnue. 


*) Ci-dessous, le numérotage des formules suit celui du paragraphe 29. 
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L'impulsion reste pe même : 
(7 


p-T — grade L = grad, F — ee ‘ 
La fonction de doit être choisie de telle sorte qu’elle four- 
nisse une juste valeur relativiste de l'impulsion P = moy. 
Donc, on doit avoir la relation 


Ô0F Pons 7 o OF mov 
Go 0 0Ÿ TE 5 
1-5 
y= { 
Vip 


La dernière expression peut être soumise à l'intégration élémentaire : 
F(v)= —mocV 1—R2+cC. 


Comme dans la fonction de Lagrange la constante additive n’est pas 
essentielle, on admet que 


F(v)= — mc) 1—$6?= -" 


Cette quantité s'appelle potentiel cinétique. Donc, la fonction relati- 
viste de Lagrange s’écrira sous [a forme: 


L=F(v)—U = Pb (2°). (90). 


Ecrivons l'expression de l’impulsion généralisée que nous désigne- 
rons par P. Comme au début de notre raisonnement nous avons fait 
le choix convenable du potentiel cinétique de façon à obtenir l’im- 
pulsion relativiste, on a évidemment : 


0L 
P = 5p MY V = Prel: 


D'où 


pe (94). 


MOV 
Notons deux formules qui pourront par la suite nous être utiles: 


pe 1 moe (92} 


FRERES 
D? = —————— = —————— . 
P2+ mic? ? Ÿ VP2+ mc? 


z à : ôL ' : 
Les équations de Lagrange P — 5 se présentent comme suit 


d 
ar (MoYV) = F7, (93) 
car | 
— —grad,, U, 
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€.-à-d. qu’elles donnent l’équation relativiste correcte du mouve- 
ment d’un point. On s’assure aisément que la fonction de Lagrange 
(90) fournit une expression correcte de l'énergie de la particule rela- 
tiviste : 


&—v _L= Tv L= MOYUU —— Mc? + U = moc?y +U (r). 


Trouvons maintenant l’analogue relativiste de la fonction de Ha- 
milton : 


_ OL __ ÔF LL P , moc 
RE = v Dee RUE No y + 
EN eu + U (r)= eV PF me +U (r). 


mp ES 
Le dernier chaînon de  . est justement la fonction re- 
Cherchée de Hamilton ; elle s'exprime en fonction de l’impulsion géné- 


ralisée P. L’équation du mouvement déduite de cette fonction de 
Hamilton : 


est une équation relativiste correcte du mouvement d’un point (93). 
Le second groupe d'équations peut être transformé compte tenu de 
492) : 

ÔcA { 2cP P 


FT GP 2 proue Pme P 


VAE V'P2+ mèc2 mo MmoY 
On a obtenu la définition de l’impulsion P, ce qui vient de (91). 
A présent, on est en mesure d'envisager la charge relativiste dans 
un Champ électromagnétique. Vu que l'expression de la force appli- 
quée à la charge du côté du champ est la même pour les cas classique 
et relativiste, on arrive immédiatement à la fonction relativiste de 
Lagrange pour la particule dans un champ électromagnétique : 


L— — —U (r)—ep+e(Av). (94) 


Dans ce cas, l’impulsion DS sera déjà de la forme 
P-T = myyo+eA, (95) 


et la vitesse v de la particule ne. en fonction de P de la façon 

suivante : 

| __ P—eA 
 MOY 


(96) 
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Comme l’expression (96) diffère de (91) par ce que P y est remplacée 
par P —eA, on écrit immédiatement au lieu de (92) l'expression 
eo 
Ÿ  V(P—eA} + mc? 60) 
Tenant compte de (95) à (97), on parvient facilement à trouver la 
fonction de Hamilton recherchée : 


0L _mP—eA , moc? ; 
P—eA\ (P—-eA)?+ mic? 
ue pe 


+U(r)+ep=cy (P—eAÿ +mic+U(r)+ep. (98) 


On laisse au lecteur le soin d'envisager le passage des fonctions rela- 
tivistes (94) et (98) aux fonctions non relativistes (88) et (89). 
IL est à noter, pour en finir, que la construction des fonctions rela- 
tivistes de Lagrange et de Hamilton pour les systèmes des particules 
en interaction heurte les difficultés provenant de la limitation de la 
vitesse de transmission de l’action. Pratiquement il est indispen- 
sable de prendre en considération le champ transmetteur de l’action. 
On trouve la fonction approchée de Lagrange qui tient compte de la 
finitude de la vitesse de transmission des actions entre les charges 
électriques dans les ouvrages suivants : Landau et Lifchitz, Théorie 
des champs, Editions Mir, Moscou, 1970 ; Fock, The theory of space, 
time and graviiation (traduit du russe), Pergamon press, 1959. 


CHAPITRE V 


ÉLECTRODYNAMIQUE RELATIVISTE *) 


32. Quadripotentiel et quadricourant. Nous avons déjà maintes 
fois souligné que la théorie de la relativité fournit les méthodés effi- 
caces de l’étude des phénomènes physiques dans tous les référentiels 
d'inertie. L'’équivalence de tous les référentiels d’inertie en est le 
concept fondamental. C’est dire que toutes les équations fondamen- 
tales traduisant les phénomènes physiques doivent avoir, à part les 
désignations, la même forme quel que soit le référentiel d'inertie. 
Les phénomènes électromagnétiques sont régis par le système d’équa- 
tions fondamentales de Maxwell. II est remarquable que ce système, 
élaboré le demi-siècle avant l'apparition de la Relativité restreinte, 
conserve complètement sa forme dans tous les référentiels d'inertie, 
c.-à-d. il est invariant par la transformation de Lorentz. Pour mettre 
à jour la covariance du système d’équations de Maxwell par cette 
transformation, il suffit de le présenter sous forme quadridimension- 
nelle. Il en découlera les unions inséparables des charges et des cou- 
rants, des moments électriques et magnétiques, des champs électri- 
ques et magnétiques. On découvrira également les relations entre 
d’autres grandeurs physiques. Cette interdépendance intime de cer- 
taines grandeurs physiques n’est devenue évidente qu'après l’inter- 
vention des méthodes relativistes dans le domaine des phénomènes 
électromagnétiques. 

Bien que les équations ne subissent pas de profondes modifica- 
tions, on y procédera de proche en proche. Il serait peut-être mieux 
d’aborder le problème par la démonstration de la covariance des équa- 
tions de Maxwell par la transformation de Lorentz. Cela aurait sou- 
ligné immédiatement la covariance relativiste de la théorie de Max- 
well. Mais, pour simplifier la compréhension, il est préférable de 
commencer par les conséquences des équations de Maxwell, à savoir 
par l’étude des équations du potentiel vecteur À et du potentiel sca- 
laire dans le vide. Ces potentiels sont les solutions des équations de 


*) Dans ce chapitre, toutes les équations et formules électrodynamiques 
sont exprimées en unités de SI. Pour les raisons de commodité, certaines formu- 
les fondamentales sont également données en unités du système de Gauss (voir 
la fin du chapitre, p. 190). 
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d’ Alembert : 
4 024 ; 
DA=AA-S = — lof, (1) 
À ce 
CO p=Ap— c2 p= —À | (2). 


On y sous-entend que la densité de courant j et la densité de charge o 
sont des fonctions des coordonnées et du temps p (r,t), j (r,t). La 
perméabilité magnétique et la constante diélectrique pour le vide 
sont désignées par uo et &, respectivement ; la vitesse de la lumière 


dans le vide est c — ET Les équations (1) et (2) pour les poten- 
EoHo 

tiels À et o ont lieu tant que ces derniers satisfont à la condition de 

Lorentz : 


div A++ ç=0. (3) 


Un des plus importants principes de conservation est celui de con- 
servation de la charge (équation de continuité) : 


dp Be à 
DE + div j = (0. (4) 
La densité de courant j s'exprime en fonction de la densité de la 
charge et de sa vitesse : 
À = pv. (5) 


Ici, il faut obligatoirement préciser le système de référence dans le- 
quel v est considérée. 

Il découle des équations (1) et (2) que les composantes 4,, 4,, À, 
du potentiel vecteur, ainsi que le potentiel scalaire @, satisfont aux 
mêmes équations différentielles (équations de d’Alembert) qui ne 
se distinguent que par les deuxièmes membres. Il devient donc pos- 
sible de réunir les trois équations (1) et une équation (2) en une seule 
équation quadridimensionnelle vectorielle en introduisant deux qua- 
drivecteurs : 


Ày, À a 
vecteur quadripotentiel D | ON OT | (6) 
Di De, Ds, Da 


: ue + [j j » Jz, C 
vecteur quadridensité de courant s ME D , (7) 
S4, S2, S3, Sa 
et en tenant compte de la définition du quadrirayon vecteur: 
— PL U, 2Z ici 
À | | 2 (8) 
T1, Los L3, La 
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> — 


La comparaison des composantes des quadrivecteurs ®, s, À, 
rangées en deux lignes, permet d’en tirer les valeurs nécessaires. 
Une fois le quadripotentiel et la quadridensité de courant définis, les 
équations (1) et (2) fusionnent: 


CD; = —poss (i — 1, 2, 3, 4). (9) 


La coïncidence des trois équations (9), pour i — 1, 2, 3, avec 
l'équation (1) est évidente. Pour i — 4, l'équation (9) donne 


mais 


_— (40) 


et on retrouve l’équation (2). 
La condition de Lorentz et le principe de conservation de la charge 


se représentent au moyen de quadridivergence des vecteurs Dets. 
En effet, 


003 , 0® 
0x3 © O2 


div Di Br re dé 


i CH 


 (- 
04%  0Ay : 04r r Ÿ) 


L LS 


. + Ôs; — di _ dj, , Ô 
div se — l = r Fos : ic de = div j + é (12) 


Il en découle que la condition et le principe ci-dessus s’exprime- 
ront sous forme quadridimensionnelle : 


div D —0, divs —0. (13) 


Or, la divergence quadridimensionnelle est l’invariant de la trans- 
formation de Lorentz (voir Appendice, 4). Par conséquent, elle 
conserve sa forme dans tous les réferentiels d'inertie. La démonstra- 
tion de l’invariance des équations (9) est donnée en Appendice, 37. 
Ainsi donc, les équations des potentiels, le principe de conservation 
de la charge et la condition de Lorentz sont écrits de sorte qu’ils con- 
servent leur forme dans tout référentiel d'inertie. 


33. Transformations du quadripotentiel et de la quadridensité 
de courant. Après avoir réuni les potentiels tridimensionnels vecto- 
riel et scalaire en un seul quadrivecteur, on peut écrire automatique- 
ment les règles de transformation du quadrivecteur potentiel et du 
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quadrivecteur courant [voir (II, 27): 
D=T(D—iBD), DD, DD, Di=T(D-+iBD:), (14) 
S—=T(s;—iBs;), S—5, Ss—=ss sSa—=Tl(s,+iBs,)).  (15} 


Faisons une étude détaillée de la transformation de la densité 
de courant. Le 4-courant est défini par la densité de courant et celle 
de charge. Il est tout à fait naturel que le courant et la densité de 
charge se sont réunis en un seul quadrivecteur. S'il s’agit des réfé- 
rentiels en mouvement relatif, la charge n’est au repos que dans son 
référentiel « propre ». Dans tous les autres référentiels d'inertie, elle 
se meut et représente donc, du point de vue de ces systèmes, un cou- 
rant. On en arrive à la conclusion que le passage de la charge immo- 
bile (électrostatique !) au courant est la transition du système de réfé- 
rence propre à tout autre système. Ici, il ne s’agit pas, bien entendu, 
du courant dans un milieu, mais plutôt du courant de convection. 
On parle ici de la charge « liée » à quelque référentiel et par le courant 
de convection on entend habituellement le transfert des charges par 
le milieu en mouvement. 

Le courant circule dans une substance même lorsque p — CO. 
A cet effet, citons le cas des métaux où la densité totale (la somme des 
charges d’ions et d'électrons libres) est nulle: p—p;<+p_ = 0. 
Mais le courant existe s’il y a un mouvement ordonné des électrons: 
Î—=0+v+:+0-v- —p_v., car la vitesse des ions est alors nulle. 

Des formules (15) on obtient immédiatement le courant de con- 
vection pour tout référentiel autre que le système propre de la charge. 
Supposons donc que p” soit la densité de charge dans X” en l’absence 
de courant (j’ —0). Il en résulte que, dans le système X”, la quadri- 


— 
densité de courant a pour composantes s’ (0, O, O, ico” — icob), 
c.-à-d. $, — s, — 8, — 0, s, —icps. Alors, compte tenu de (15), 
on a pour le système de référence K 


L'(—iBicpo) = TV Vos, 
Sa —= 0, S4 — l'icoo. (16) 


S1 
S2 


Ù | 


En développant la dernière équation (16), on arrive à: 


iCP0 


Ainsi, on a obtenu la loi de transformation de la densité de charge, 
reliant le système propre où la charge est au repos au système relati- 
vement auquel elle se déplace avec la vitesse V: 


_ Po 
: 1 
me 


(17) 
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La première équation de (16) fournit: 

pe 
Le courant provenant du mouvement de la charge est dit, comme nous 
l'avons déjà mentionné, courant de convection. 

L'interprétation de (18) est simple. La vitesse de la charge immo- 
bile dans K” est égale à V par rapport au système XÆ [c'est aussi la 
vitesse du système À” ; la même conclusion découle de la formule rela- 
tiviste de la transformation des vitesses (III, 6)]. Voici pourquoi, 
l'expression (18) n’est autre chose que le courant de convection. En 
ce qui concerne la variation de la densité de charge (17), elle est due 
à la modification du volume (la densité est une charge par unité de 
volume). Puisque le volume ®# varie selon la loi 


848 y/ 1-7, 


etils ‘agit du même volume physique contenant la même charge de, 
alors : 
de 4 de Po 


de 
Po = 45 , et p — 35 Ds 1% — Ms == ol. 
ViR Vie 
C C 


La charge totale du volume donné se conserve évidemment dans 
tout référentiel : 

DodSo = pdS. (19) 

La formule (17) permet d’écrire les composantes du quadricourant 


— (pv, ico) sous une forme plus commode. Rattachons le système 
K9 à la charge mobile (qui est en mouvement rectiligne et uniforme 
en général ou pendant un court intervalle de temps). La densité de 
charge est p, dans le système ÆX°. Soit v la vitesse de la charge par 
rapport au système X. Alors, dans K on a pour densité pg — poy. 


Par suite, on peut écrire s (poyv, icpoy). On est conduit alors à 


S= po} (20) 


+ 


ou en composantes 
Si — Poui; (21) 
où 00 est la densité de charge au système où celle-ci est immobile. 
Pour s*, on a: 
— p$ 
= pv (— ci) = — <<. (22) 


Cela signifie que le quadrivecteur s est du genre temps, ce qui tra- 
duit le fait que la vitesse v de la charge est toujours inférieure à c. 
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S'il y a, dans le système X”, un conducteur non chargé parcouru 
par le courant, c.-à-d. dans Æ”, 


ere À à | 
So(fxos Jyor Jz0: ÉCPo — 0), 
on décèle alors une certaine densité op de charge dans le système K. 
En effet, d’après (15), on a: 
S1— 'fxos S2— yo, S3—z0s Sa = icp — TiBjso. (23) 


Les trois premières formules de (23) définissent les valeurs du cou- 
rant dans X, la dernière donnant la densité de charge dans ce même 
système X: 


B . 
p=T— jo. (24) 


Donc, l’observateur en X mesure la densité p, bien que celle-ci 
soit absente en Æ”’. L'interprétation géométrique du résultat obtenu 
est donnée au chapitre VIII, paragraphe 56. 


34. Expression des vecteurs champs électromagnétiques en fonc- 
tion du quadripotentiel *). Il est souvent d'usage en Electrodynami- 
que de retrouver l'intensité du champ électrique E et l'induction ma- 


gnétique B moyennant les grandeurs auxiliaires, telles que les poten- 
tiels vectoriel À et scalaire œ, selon les formules: 


B = rot À, E=—gradp—<<. (25) 


Récrivons ces formules en composantes du 4-potentiel : 
0 A 0 A Ô Ô 
B,=B, _” Ps Pz 


. ce ôp 04% C 0®, 00: + 004 00: 
en de joe se (27) 


Les seconds membres des équations (26) et (27) sont écrits compte 
tenu de la définition des composantes du 4-potentiel. De façon ana- 


logue en se servant des composantes de ®, on peut écrire les autres 
composantes des vecteurs E et B. Nous obtenons donc les formules 
analogues à (26) et (27), selon lesquelles toutes les composantes de E 
et B représentent certaines combinaisons de dérivées des composan- 


—> 
tes du quadrivecteur ® par rapport aux coordonnées quadridimension- 


*) Dans les chapitres précédents, la lettre B désignait le rapport de la 
vitesse du repère à celle de la lumière. Ici, on est contraint d'introduire le 
vecteur (induction) B et ses projections B,, B,, B,. Par la suite nous n'utili- 

; ne : V 
serons, dans les formules de transformation, la désignation B — — que dans les 
cas où cela n’évoque aucune confusion. 
10—039 
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nelles. Ces combinaisons forment le 4-tenseur antisymétrique du 
second ordre : 
0D 0; 3 

Fc ee) Gi, k—1, 2, 8, 4). (28) 
On n’a pas besoin de démontrer que c’est un tenseur (voir Appendice, 
39), car les dérivées des composantes d’un vecteur se transforment 
selon la règle de transformation des tenseurs. Pour se convaincre de 
ce que le tenseur (28) ne contient que Æ et B, il suffit de donner aux 
indices à et k de (28) indépendamment les valeurs de 1 à 4. On aura 
ainsi seize valeurs de F';, (dont quatre sont nulles) exprimées en com- 
posantes E et B. Présentons ces composantes sous forme de la ma- 
trice *): 


— cB, 0 CB, —iE, 
FR 6B _cB, O0 —iE, |’ (29) 
E, iE, if, 0 


Comme d’habitude, dans F;, le premier indice à désigne la ligne et 
l'indice k la colonne. 

Le tenseur peut être présenté sous forme condensée % — (cB, 
— iE) où la disposition des composantes des vecteurs E et B est 
coniorme à (29). La description d'un champ électromagnétique (il 
s’agit pour le moment de deux vecteurs des champs moyens) par un 
tenseur antisymétrique est parfaitement logique, car le nombre de 
coordonnées indépendantes de ce tenseur est égal à six, comme chez 
deux vecteurs tridimensionnels. 

Le résultat obtenu se distingue essentiellement de l’image tridi- 
mensionnelle usuelle. Les vecteurs tridimensionnels Æ et B, tout en 
s'exprimant en composantes du 4-potentiel, n’ont eux-mêmes aucun 
complément pour devenir quadrivecteurs. Dans l’espace quadridi- 
mensionnel, le champ électromagnétique représente une grandeur 
unie, plus complexe par sa nature mathématique qu'un vecteur. 
Les champs E et B ont fusionné en un 4-tenseur appelé tenseur du 
champ électromagnétique. 

L'apparition d’un 4-tenseur au lieu de deux vecteurs tridimen- 
sionnels qui décrivent le champ électromagnétique a une signifi- 
cation physique bien évidente. Les champs magnétique et électrique 
sont inséparables et l’« apparition » ou la « disparition » de l'un 
d’eux n’est qu’une question du choix d’un système de référence. Le 
champ « purement » électrique créé par une charge n’existe que dans 


*) Nous employons, comme dans beaucoup d’ouvrages sur l’Electrodyna- 
mique relativiste, les indices à et 4 malgré l'unité imaginaire qui, elle aussi, 
est désignée par i. Nous espérons que le lecteur nous suivra sans difficultés, 
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le système où la charge est au repos. Maïs, dans tout autre référentiel, 
cette charge se meut en faisant naître le courant électrique qui crée 
un champ magnétique. D'autre part, on à vu que si un conducteur 
parcouru par un courant est neutre dans un certain référentiel, dans 
d’autres référentiels d'inertie il est chargé (voir la page 144) et, par 
conséquent, un champ électrique y apparaît. Il suffit donc qu’un 
champ électrique apparaisse dans un système Æ, pour qu'un champ 
magnétique soit décelé dans tout autre système K”. Si dans Æ il n’y 
a que le champ magnétique, alors, dans tout autre système X, il 
apparaît les champs électrique et magnétique. 

Rien ne peut compléter les vecteurs tridimensionnels d’un champ 
électromagnétique jusqu'aux quadrivecteurs. En outre, si chacun 
des vecteurs E et B faisait partie de « son » propre quadrivecteur, 
il devrait s'exprimer dans un « nouveau » repère en composantes de 
« son » vecteur du repère précédent moyennant la transformation de 
Lorentz. Cela signifierait l'indépendance des vecteurs Æ et B entre 
eux. L'expérience se déclare toutefois pour la relation intime entre 
les champs électrique et magnétique, c.-à-d. entre Æ et B. L'union la 
plus simple de deux vecteurs tridimensionnels est un tenseur antisy- 
métrique possédant six composantes indépendantes (voir Appendice, 
3). On l'appelle parfois 6-vecteur. Une combinaison quelconque 
de toutes les composantes du tenseur dans un nouveau référentiel 
étant une combinaison linéaire des composantes du tenseur de l’an- 
cien référentiel, alors, en passant d’un référentiel à un autre, le champ 
électrique peut y apparaître à cause du champ magnétique existant 
dans le référentiel précédent, et vice versa. À un certain sens, le 
Champ électromagnétique représente une formation fermée: s’il 
n'existe dans quelque référentiel ni le champ électrique ni celui ma- 
gnétique, le champ électromagnétique n'apparaîtra dans aucun autre 
référentiel. En remettant la transformation formelle des champs au 
plus tard, nous abordons maintenant l'analyse du champ électro- 
magnétique dans un milieu. 

Pour ce faire, il est nécessaire d'introduire, en plus des champs 
moyens E et B, encore deux vecteurs. On prend pour ces vecteurs soit 
le vecteur induction électrique D et le vecteur champ magnétique H, 
soit le vecteur polarisation électrique P et le vecteur aimentation M. 
Les quatre vecteurs cités sont reliés par les formules suivantes: 


D=-E+P, H== M. (30) 


Les vecteurs H et D forment leur propre tenseur particulier dont 
les composantes sont désignées habituellement par j;, et le tenseur 
lui-même s’écrit sous la forme abrégée % — (H, —icD). Ce tenseur 
s'obtient de (29) par la substitution des composantes H et —icD 
aux composantes cB et —iE respectivement. Voici la matrice de ce 


10* 
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tenseur : 
0 HW, —H, —icD, 
— |, 0 H, —icD, 
fR= | H, _H, O0 —icb, 
icD,  icD, icD, 0 
Parallèlement au tenseur %, il s'avère utile d'introduire le tenseur 
des moments électrique et magnétique du milieu, en partant de (30): 


(51) 


_7/ 0p,_# 
Mu = J/ 2 Fan fine (32) 
En abrégé: M —(M, icP). Sous forme développée, il s'écrit: 
0 M, —M, icP, 
—_M, 0 M. icP 
Dix — . (33) 


My —M,x 0 icP, 
—icP, —icPy —icP, 0 


Le fait même d’existence des tenseurs (29), (31) et (33) indique sur 
une liaison intime entre les couples de grandeurs Æ, B; H, D et 
M, P. 


39. Transformation des champs électrique et magnétique. La 
nature mathématique d’une grandeur physique étant établie, les 
règles de sa transformation d’un référentiel d'inertie à un autre s’ob- 
tiennent automatiquement. Les composantes des champs E et B, 
H et D, M et P sont les composantes des tenseurs (29), (31) et 
(33) respectivement. 

Par conséquent, ces composantes se transforment suivant la 
règle de transformation des composantes de tenseurs. Or, cette règle 
est bien connue (voir Appendice, 3). Par exemple, pour les com- 
posantes F;,, les formules de transformation seront comme suit: 


Fin = limariF mi, (34) 


où &;" Sont les éléments de la matrice de Lorentz (II, 24), et les com- 
posantes de F;, se définissent selon (29). 


Faisons une remarque d'ordre purement méthodique. Souvent, les profes- 
seurs évitent dans leurs conférences l'introduction des tènseurs pour ne pas en- 
combrer les cours. Il est en effet difficile d'expliquer en une demi-heure le sens 
de l’introduction des tenseurs et leurs particularités. Pourtant, le fait que le 
champ électromagnétique est un tenseur rend cette explication inévitable. Une 
question se pose: ne serait-il pas plus raisonnable d’« appeler un chat un chat » 
dès le début et y mettre le point ? Cependant, là il ne s’agit pas de dénomina- 
tions mais des formules mêmes de transformation (34). Il est facile et conve- 
nable de les obtenir comme on le propose ci-dessous. La formule (28) montre de 
façon évidente que les quantités F;r représentent les combinaisons linéaires 
des dérivées des composantes du quadrivecteur par rapport aux quadricoordon- 
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nées. La transformation des dérivées des composantes du vecteur lors de la 
transformation des coordonnées découle de l’analyse élémentaire (voir Appen- 
dice, 3). Naturellement, on obtient immédiatement les formules (34). C'est 
juste le temps pour « appeler un chat un chat », ayant traité, quoiqu'un peu 
étroitement, les composantes du tenseur de dérivées de celles du vecteur par 
rapport aux coordonnées. 


Comment procède-t-on pour obtenir les formules de transforma- 
tion des champs”? En voici l'exemple pour B, — F,2lc. La formule 
de transformation F;,, selon (34) a la forme : 


Fo = Cimaor Fm. (55) 


Rappelons qu’il s’agit ici de l’addition sur deux couples d’indi- 
ces indépendants m et / dont chacun varie de 1 à 4. Donc, la somme 
(39) inclut seize termes dont chacun contient le produit de deux @;z 
par une des composantes de F';,. Conseillons vivement au lecteur, 
qui rencontre pour la première fois les formules de ce type, d'écrire 
(une fois de la vie!) tous les seize termes. Le plus commode est de 
procéder comme suit. D'abord, développons la somme, mettons, 
suivant m, en donnant à m les valeurs de 1, 2, 3, 4. L'indice L si- 
gnilie toujours la sommation. Nous obtenons la somme de quatre 
termes où l'indice m n’est plus présent. Ensuite, dans chacun de ces 
termes, procédons à la sommation sur /. Finalement, tous les seize 
termes seront relevés. En continuant, on substitue, dans ces termes, 
a;x de la matrice lorentzienne (voir 11,24) et les éléments de F4 
de (29). On découvre immédiatement que la plupart des termes de 
la somme (35) sont nuls. C'est pourquoi, pour (35), la sommation peut 
se faire de la façon beaucoup plus simple. En fait, si m varie de 1 
à 4, les &n ne sont autre chose que les éléments de la première ligne 
de la matrice de Lorentz [voir (11,24)]; et si  — 1,2, 3,4 les &, sont 
les éléments de la deuxième ligne de la matrice de Lorentz. Or, dans 
la première ligne de la matrice [voir (11,24)] seuls les éléments a 
et a, sont différents de zéro. Par conséquent il faut choisir pour m 
seules les valeurs de 1 et 4. Dans la deuxième ligne, seul l'élément &» 
est égal à 1, tous les autres étant nuls. Ainsi, on ne prend pour / 
que !/ — 1 et au lieu de (35) on écrit 


Fy cb; AooLimE m2 — LimE m2 = Qu —- 


Cr éeBi Loge TE 
+ouFasT {eBi—i(E)} 7 


Comparant la seconde et la dernière égalités dans la dernière suite 
d’égalités et simplifiant par c, on obtient: 
’ V ’ 
HU V 
B,=———©=T(B+-E). 


VA ce 


c2 
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De façon analogue on déduit les formules de transformation des 
autres composantes; écrivons-les ensemble : 


E,=Ex, Ey=T(E,+VB;), E,-T(£E;—VB;), 
0 — TU R— 36 
B,=B, By=T(B,—TE:), ire. 20) 


Ecrivons, pour l'usage ultérieur, les formules de transformation 
de D et HT: 


D,=De, Dy=T(D,+H:), D=T(D: Hi), CZ 
. 


H;=H}, Hy=T(H;—VD,), H,=T(H;+VD, 


D] 


I1 résulte de (36) que lorsqu'on passe de K” à K les champs élec- 
trique et magnétique varient en grandeur et en direction, seules les 
«composantes longitudinales », celles de l’axe des x, demeurant 
invariables. | 

Décomposons les champs électrique et magnétique en composan- 
tes parallèles et perpendiculaires au mouvement (les vecteurs uni- 
taires &, j, k sont dirigés suivant les axes x, y, z respectivement): 


E, — E à, E | — E,5 + FE ,k. 


Ayant remarqué que le vecteur vitesse V du repère a pour composan- 
tes (V, 0, 0), on arrive à: 


è ji k 
VxB'=| V 0 0—-jVB; +kVB,—=V(—jB;:+kB,), (37) 

B; B, B; 
VXE'=V(—ÿE,;+RkE;). (38) 


Compte tenu de (37) et (38), les formules (36) peuvent être écrites 
sous la forme vectorielle : 


Ej,=ÆEy, E)=T(E:-VXxB), (39) 
; 1 , 
Bi= Bi; Bi=T(Bi+ZVxE"). (40) 
Les transformations inverses s’obtiennent en remplaçant les 
crandeurs primées par celles non primées et en changeant Île signe 
de Ÿ: 
Ej=E,, Ei=T(£;+VXxB), (41) 
, , { 

B,, =B;; Bi =T(Bi—-TVXxE). (42) 

Pour les vitesses faibles,  — 1, et l’on a de (39) et de (40): 
E=E'+B'XV, B=B'—2E' XV. (43) 
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On y a introduit les notations £ —E,, + E, et B — B, + B:. 
On arrive aux formules de la transformation inverse de XÀ à X” 
en permutant les primes et en changeant le signe de Y. 

Soit le champ magnétique B° = 0 dans le système Æ”’. Alors, 
dans X, la relation entre E et B est très simple. Notons avant tout 
que 

VXE=VXE,, car V X Ey = 0. 


À partir de (39) et (40), on a: 
E=2ÆE, -+TVE ; 


B=TLVXE-ZSVXE = V XIE = 
= 5(VXE+TE)=+IVXE. (44) 


Si dans X” le champ Æ" est égal à zéro, ou E —0 dans X, alors, par 
analogie : 


E=-VXB, E'=V XB!. (45) 


Dans les deux cas, les champs sont orthogonaux, quel que soit 
le référentiel d'inertie. Les formules relativistes (39), (40), ainsi 
que celles approchées (43) pour les petites vitesses, montrent que si 
dans un des référentiels (X” par exemple) le champ électrique ou ma- 
gnétique est égal à zéro, alors, dans tous les autres référentiels d’iner- 
tie ils sont perpendiculaires l’un à l’autre. Le même résultat est 
obtenu en utilisant les invariants de la transformation de Lorentz 
(voir le paragraphe 37). 

Si, dans X”, les champs E” et B” sont orthogonaux, il y a toujours 
un tel ÆÀ où soit Æ soit B s’annule. On peut dire immédiatement 
lequel des champs se réduira à zéro. Dans le paragraphe suivant, on 
verra que la combinaison cB? — E? demeure invariante par la trans- 
formation de Lorentz. Par conséquent, si, dans K”, a lieu l’inégalité 
cB? — E? << 0, alors on aura le champ purement électrique. Si, au 
contraire, cB? — E? =0, on peut obtenir le champ purement magné- 
tique. Il découle directement de (39) et (40) comment il faut choisir 
le référentiel X. Choisissons la vitesse de À de façon qu'elle soit per- 
pendiculaire à B” dans le cas où cB'? — E"? £ 0, et perpendiculaire 
à E’ si cB' — FE"? ©=0. On obtient alors, pour ces cas, B, = 0 
et E —0 respectivement. Pour que, dans le premier cas, B], = 0, 
comme il suit de (40), il faut vérifier la condition: 


Bi+VE"=0. 


D'où la vitesse V du référentiel sera égale à 


…L c2B} 


V — F 


(46) 
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De façon analogue, dans le second cas, on obtient, en utilisant (39), 
pour la vitesse du référentiel l’expression 


E” 
V= 


=. (47) 


Il est toujours possible de choisir un tel système d'inertie X où 
les champs électrique et magnétique soient parallèles en un point 
donné. Evidemment s’il existe un référentiel de ce type, il en existe 


/ 


sk 
ÿ 


il 


2” Z 


Fig. 15. Passage au système de 
référence XÀ où les champs élec- 


une infinité qui possèdent [a même 
propriété. En effet, dans tout référen- 
tiel d'inertie K” qui est en mouvement 
rectiligne et uniforme par rapport à À 
suivant le sens commun de Æ et B, les 
champs E" et B' demeurent parallèles, 
car les composantes des champs diri- 
gées le long du mouvement ne varient 
pas. 

Afin de trouver ne serait-ce qu’un 
seul système tel que les champs soient 


trique et magnétique sont pa- 
rallèles. parallèles, on procède de façon suivan- 
te. Admettons que dans le système K 
les champs soient parallèles, c.-à-d. Æ X B — 0. Dirigeons la 
vitesse du système Æ” (où ÆE” et B’ ne sont plus parallèles) per- 
pendiculairement aux champs ÆE et B ; l’axe des x, x’ est pris pour 
la direction de la vitesse PV (fig. 15). Alors, £, — B, = 0 et le 
produit vectoriel nul est équivalent à l'égalité Æ,B, — E,B, = 0. 
En portant dans cette égalité les valeurs des composantes de E et B 
exprimées en fonction de E” et B'” selon (36), on aboutit à l’équation 


D'(Ey+VB)T(BI+S ES) =T(E-VB)T (BE). 


Il est possible d’en déduire, d’après les champs donnés E” et B", 
la vitesse Ÿ du système. Si l’on prend en considération que selon 
(36) Æ,; — Bx = 0, on arrive immédiatement à la vitesse V par rap- 
port à E’ et B'. En effet, E’ X-B' = [£,B; — E:B,let V — V «à, 
donc on peut écrire : 


Le 
c2 E' X B' 
V2  <«2B2LE2° (48) 
1+— 


Cela étant, il est possible de trouver, d’après les vecteurs E” et B' 
donnés dans X”, un système X tel que E et B soient parallèles. La 
direction de la vitesse de ce système est la même que celle de E° X B' 
et sa valeur est une des racines de l'équation quadratique (48). 
Evidemment, on choisit des deux racines de (48) celle pour laquelle 
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V £ c. Le cas où E’B' —0 est envisagé ci-dessus: là il n’est plus 
possible d’avoir les champs parallèles, en revanche, on passera soit 
au champ purement magnétique, soit au champ purement électrique. 

Envisageons à présent les forces qui agissent sur les charges 
électriques dans un champ électromagnétique. Pour ne pas compli- 
quer l'exposé, nous nous bornerons à analyser la distribution cu- 
bique de charges *). Dans le système en comouvement Æ” où l’élément 
de volume considéré est immobile avec la charge, celle-ci n’est sou- 
mise à la force que du côté du champ électrique (le champ magné- 
tique n’influe pas sur la charge au repos). La force appliquée à la 
charge contenue dans l’unité de volume est appelée densité de force. 
Si la densité de charge dans le référentiel en comouvement K” est 
égale à 00, la densité de force f” est définie par la formule 

jf” _. 00E", 
où E’ est l'intensité du champ électrique dans X”. 

Le passage à tout autre référentiel d'inertie est lié à la modifi- 
cation des champs E et B. Et si même dans le système en comou- 
vement le champ magnétique était absent et il n’y avait que le champ 
électrique, dans tout autre référentiel d'inertie surgira le champ 
magnétique. Trouvons la densité de force f exprimée en 
composantes des champs Æ et B dans un référentiel d'inertie 
quelconque. Il est d’usage, en Electrodynamique, d'envisager le cas 


non relativiste où [ — 1; sous cette condition, selon (17) p — 
— 09T & 00, et selon (43) E" = E + V X B, donc 


f"=pE"=p{E+ VX B}. (49) 


La dernière expression à droite de la formule (49) définit une gran- 
deur qui, en Electrodynamique classique, est appelée densité de 
force de Lorentz. La force de Lorentz définit une force qui est appli- 
quée à l’unité du volume contenant la charge de la part des champs 
électrique et magnétique dans le repère X, par rapport auquel la 
charge se déplace avec la vitesse W. Il n’y à rien d’étonnant que la 
force f’ dans K' s'avère égale à la force f dans X, vu que, selon (1V,38), 
la valeur de la force ne varie pas dans le cas non relativiste. 

Bien sûr, la formule (49) est également utilisable dans le cas où 
la vitesse du mouvement des charges n’est pas la même en différents 
points d'espace. Dans ce cas, chaque élément du volume aura son 
propre système de référence et, par conséquent, la vitesse V varie 
selon les points. 

Donnons encore une déduction de la force de Lorentz (49) qui 
sera plus explicite. Soient, dans le référentiel en comouvement KÆ”, les 
champs électrique et magnétique donnés par les vecteurs E” et B”. 


*) Sur les charges ponctuelles voir l’ouvrage de Pauli Theory of Relativity, 
Pergamon press, 1958. 
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Décomposons ces champs en deux parties en faisant appel au 
principe de superposition : 
LE Æ;—=0; B,=PB, 
Il ÆE,—E£", B;, = 0. 
Le champ initial est évidemment la somme de deux champs E” — 
= E,+LE,, B' = B,; + B;. Comme les formules I et II de trans- 


formation des champs prises Séparement sont très simples, la réponse 
sera immédiate. Dans le système K”: 


f—=00E" = RE; 


D'après la première formule (45), on a pour le champ électrique I 
dans le système X: 
E; — — V X B:, 


où B, est le champ magnétique dans X. Selon (36), le champ électri- 
que II dans K sera: 

Er= Es +T (Esyf + Esk) + E; 
si [ — 1. Le champ électrique résultant dans Æ est égal à la somme 
de E, et E;: 


Mais le champ B dans K est égal à B, + B;, et, selon (40), 
B=7XxE. 


Si l’on compose le produit scalaire de B, par V, on obtient une 
quantité proportionnelle à V?/c? qu’on peut négliger dans le cas non 
relativiste. En conséquence, B = B, et on tire de (50) E, = E + 
+ Y X B; on revient alors à la force de Lorentz (49). 

Lorsque, dans Æ, le champ électrique est nul (E — 0) et le champ 
magnétique est différent de zéro, alors, d’après (45), £"— F X B'; 
ainsi donc, la force de Lorentz qui s’interprète dans À comme une 
force agissant de la part d’un champ purement magnétique, apparaît 
tout naturellement dans À” comme une force agissant seulement de 
la part d’un champ purement électrique. Ces exemples démontrent 
une fois de plus l’unité d’un champ électromagnétique, donc, sa 
décomposition en des champs électrique et magnétique est convention- 
nelle. 

Soulignons encore une circonstance essentielle. En passant d’un 
référentiel d'inertie à un autre il faut être prudent dans les opéra- 
tions avec les champs Æ et B et ne pas oublier la signification réelle 
des champs. Cela concerne, en particulier, l'interprétation des li- 
gnes de champ. Les lignes de champ sont les notions mathématiques 
qui permettent parfois de parvenir aux conclusions correctes. Pour- 
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tant, leur existence réelle est plus que douteuse. Admettons qu’un 
aimant permanent se déplace dans l’espace. Cela veut-il dire, en réa- 
lité, que ce mouvement est accompagné de celui du champ magné- 
tique de l’aimant et de ses lignes de champ ? La façon conventionnelle 
d'introduire les « lignes de champ » ressort déjà du fait qu’on peut 
toujours passer à un référentiel tel que ces dernières disparaissent. 
La « vitesse » du déplacement des lignes de champ est en général 
dépourvue de sens. Décrire le champ est de savoir ce qui se passe dans 


Fig. 16. Interaction de la charge q qui se déplace avec la vitesse V parallèle- 
ment au conducteur traversé par le courant avec ce dernier. a) Dans le référen- 
tiel ÆX, le conducteur est immobile, et la charge et les électrons se meuvent avec 
la vitesse V. b) Dans le référentiel X’, le conducteur se meut avec la vitesse V, 
tandis que les électrons et la charge sont au repos. 


chaque point donné de l’espace. Mathématiquement parlant, tout 
champ se définit dans un référentiel d’inertie donné en tant que fonc- 
tion des coordonnées et du temps. 

Encore un exemple instructif illustrant le caractère relatif des 
forces agissant dans un champ électromagnétique. Soient un conduc- 
teur cylindrique traversé par le courant et une charge négative q 
qui se déplace parallèlement à ce conducteur avec la vitesse V (fig. 16). 
Le repère Æ est rattaché au fil, X° à la particule. Dans X, la parti- 
cule est soumise à la force de Lorentz conditionnée par le champ ma- 
gnétique et dirigée perpendiculairement à l’axe du cylindre ; la par- 
ticule s'approche donc du conducteur. Pourtant, dans X”, elle est 
immobile, donc libre de forces du côté du champ magnétique. D'où 
vient ce changement de mouvement observé de Æ'? 

Pour en comprendre la cause, il est nécessaire de faire appel à 
la description microscopique de ce qui se passe dans le conducteur. 
Le courant s’y forme grâce au mouvement des électrons libres, les 
ions positifs et les électrons liés (de valence) étant fixes dans le mé- 
tal. Admettons que la densité des électrons de conduction soit égale 
à p_et leur vitesse dans X (par rapport au conducteur) à v. La densité 
de charges immobiles est p; et, vu que le conducteur est neutre, 
9+ + p_ — 0. Il s'ensuit qu'il n’engendre pas de champ électri- 
que hors de lui et la force appliquée à la charge q ne provient que du 
champ magnétique : 

F = qV X B. 
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La valeur d’un champ magnétique créé par le courant rectiligne 
à la distance r de son axe est connue en Electrodynamique : 


p— bol 


7 2nr ? 


où rest la distance de l’axe dans le plan normal au courant ; le vec- 
teur B est tangent à la circonférence coplanaire de centre sur l’axe 
du courant. Lée sens du vecteur B est défini selon la règle du tire- 
bouchon. Nous voyons que la force exercée sur l’électron est dirigée 
vers le conducteur et est égale en grandeur à 
p— Vol _.__ 1 21aV 
271r ATepc? r 


Le courant s’exprime en fonction de la vitesse v _ des électrons de 
conduction, de leur densité et de l’aire S de la section transversale : 


[= jS —=pvsS, 
d’où 
pente Ted (51) 


si, pour des raisons de simplicité, on considère comme égales les 
vitesses des électrons dans le métal et de la particule q,c.-à-d. V = v. 

Envisageons maintenant le même phénomène dans ÆK”. Ici, la 
charge q et les électrons libres sont immobiles. À présent se meuvent 
par rapport à q des charges liées au conducteur et dont la densité est 
égale à p.. Elles engendrent un certain champ magnétique B” qui 
n’agit pas pourtant sur la charge qg, immobile dans X”. Il en découle 
immédiatement que dans XÆ surgira le champ électrique, car, dans X, 
la charge doit également s'approcher de l'axe. Il est facile de com- 
prendre l’origine de ce champ en se basant sur les résultats précé- 
dents. En effet, dans K” les électrons de conduction sont au repos, 
donc p_ = lp’ [voir (17)]. Dans X”, les charges positives liées au 
conducteur se déplacent avec la vitesse —V d’où p: = lp+ (les 
mêmes charges étaient au repos dans Æ). Comme la densité résul- 
tante op” de charge dans X” est égale à p} + p!, alors 


pe Tps=p: (T—+)=To.B?, 


Où p+ —= —p_. On comprend aisément que la formule ci-dessus coïn- 
cide avec (24). Par conséquent, le conducteur mobile est chargé posi- 
tivement, la densité cubique étant égale à op’. Or, le champ électri- 
que d’un cylindre uniformément chargé est défini en Electrodyna- 
mique. Il est situé dans les plans perpendiculaires à l’axe du cylindre 
et dirigé le long des rayons provenant de l’axe du celui-ci. Son inten- 
sité est égale à 


E' — p'Ss  p,57B? 
7 2e  2nep 
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Cela signifie que la force appliquée à la charge négative g est 
dirigée vers le conducteur et sa grandeur dans X” est égale à 

pp" — 114$ pp? 
FE Dar r'B°. 

En comparant ce résultat avec (51) on voit qu’à l’approximation 
non relativiste ([' — 1) ces forces sont égales. En ce qui concerne la 
transformation des forces (IV, 38), nous découvrons que les deux 
procédés visant à la description du phénomène observé apportent 


Fig. 17. a) Dans le référentiel X, la densité de charges p (p — p, + p_) est 
nulle, tandis que la densité de courant diffère de zéro et est égale à 7. Le champ 
électrique est donc absent et il n’existe que le champ magnétique B. b) Dans le 
référentiel X”, il surgit la densité de charges op” et celle de courant devient éga- 
le à j’. Le champ magnétique B’ est alors accompagné du champ électrique ÆE. 


les mêmes résultats quelle que soit la vitesse V. Les résultats con- 
cernant les champs dans les repères K et K” sont représentés sur la 
fig. 17. 

Notons en conclusion que tous les résultats concernant les forces 
appliquées aux charges volumiques du côté d’un champ électromagné- 
tique sont faciles à obtenir si la densité de force de Lorentz (49) 


f=p {EE +vXxB} 


est écrite sous forme quadridimensionnelle. Pour y parvenir, pré- 
sentons la xième composante de la force de Lorentz comme suit : 


hi =pE;+pov,B,;—pv,B, — ( —+) Fa + 


F F 
+ 82 — +53 (—<#) 


C 


| 


_ (PoSo + Fisss + Fia84) — _ Firsr. 
Dans cette suite d’égalités on tient compte de ce que 

o — 4, OUy — S2, OU; —S3, 

B,="2, B, = ns Fu =0. 


Les expressions analogues s’obtiennent pour f, = f2 et f, = fa. 
D'où vient que le quadrivecteur force € qui est appliqué à la charge 
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dans un champ électromagnétique a pour composantes: 
Æ;— _ Finsr. (52) 


Les trois premières composantes de la densité, comme on vient, 
de voir, donnent une expression tridimensionnelle usuelle (49). 
Recherchons la quatrième composante: 


Fe 1 { j 
Aa Fer FarSn .. (Fa1Sa + Fro8o + Fasss) =+ (dE). 


La quantité p (v£Æ) est d’une signification bien simple qui ressort 
immédiatement si l’on multiplie scalairement les deux membres de 
l'égalité (49) par v. Vu que v X Bv — 0, on obtient 


(fo) = p (vE). 


Le premier membre de la dernière égalité représente la puissance 
de la force de Lorentz par unité de volume (les forces appliquées 
du côté d’un champ magnétique ne fournissent pas de travail): 


Æ = (fo). (53) 


Ainsi donc, on parvient au quadrivecteur densité de force, dont 
les composantes s'inscrivent ensemble : 


PE {fes nr fn + (v)) . (54) 


Or, la division des forces agissant sur la charge de la part des 
champs électrique et magnétique en pE et pv X B est convention- 
nelle. Elles forment un ensemble et fusionnent tout naturellement en 
une seule expression quadridimensionnelle (52). 

En conclusion, écrivons.les équations du mouvement de la charge 
sous forme quadridimensionnelle : 


d { 
4e (Moui) —.. FinSp. 


Cette forme est largement employée. 


36. Transformation des moments électrique et magnétique. 
Passons enfin aux formules de transformation des moments électri- 
que et magnétique qui découlent de la fusion de ces grandeurs en un 
seul tenseur antisymétrique (33). 

Soient P°et M9 la polarisation et l’aimantation mesurées par 
l'observateur se déplaçant avec le milieu électrisé ou aimanté (ou 
tout simplement le milieu est immobile par rapport au laboratoire). 
Pour l'observateur, par rapport auquel le milieu a la vitesse V, on 
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obtient : 
M;=M$, M,=T(M,+VP?), M,=T(M—VP}), 

99 
PP, P,=r(P-Tmt), P,=r(ps+ Mt). k Ne 
Ces formules rendent claire la relation entre les vecteurs tridimen- 
sionnels #> et M introduits précédemment. Tout ce qu’on a dit au 
sujet de la relation entre les champs électrique et magnétique peut. 
s’y rapporter. En règle générale, l’aimantation s'accompagne tou- 
jours de la polarisation et réciproquement. Toutefois, par un choix 
convenable du repère, on peut réduire à zéro soit P, soit M. S'il y 
a un corps polarisé mais non aimanté, il devient non seulement pola- 
risé mais aussi aimanté du point de vue de l’observateur, par rap- 
port auquel le corps est en mouvement. En effet, supposons que, 
dans le repère Æ”’ où le corps est au repos, on ait: 


M°=0, PPS PPS): 
Dans le repère Æ où le corps se déplace avec la vitesse V, on a alors: 
Pare, «PE TP?, P;= VRP}; 
M:=0, M=IVr, MVP). 
Par conséquent, dans À le corps est aimanté. Si la vitesse du corps 
est non relativiste, c.-à-d. si 7 4 et [= 1, alors 
P=P", Mer XF: 
Par contre, si dans le système Æ” où le corps est au repos, on a 
P9=0, MMS, M}, M), 


alors pour le système XÆ où le corps se déplace avec la vitesse V on 
obtient 


Mi;x=M}, My=TM, M,=TM?, 
} on 


Ps=P?, Py=—T<M, P,=T+ M. 


Ainsi, le corps est également polarisé dans le système X. Si la vitesse 
du corps est non relativiste, on a 


M= M, P=-Mx+. 


Cela veut dire, en particulier, qu’un aimant permanent mobile a un 


moment électrique. 
Voici un exemple illustrant ces conclusions. Soit un contour rec- 


tangulaire À BCD, traversé par le courant de densité j, qui se déplace 
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dans le repère Æ à la vitesse V. Rattachons-y le repère X” (fig. 18). 
Il vient alors, selon les formules (24), que sur les côtés BC et AD 
apparaissent p >=0 et p << 0 respectivement. La charge totale portée 
par ce contour est évidemment nulle. Cependant, le contour possède 
le moment électrique dirigé suivant 
l’axe des y. Montrons qu'un calcul 
élémentaire conduit aux conclusions 
de la Relativité restreinte. Si, dans 
K”, le moment dipolaire fait défaut et 
il n’y a que la composante À7,, il se 


crée dans K d’après(56) P, = — £ T'MZ. 


Dans le système ÆX”, le courant 
rectangulaire ABCD possède le mo- 
ment magnétique ZS où S$ est dirigé 
Fig. 18. Apparition du moment dans le sens de l’axe négatif des 2, 
done du courant circulant son module étant égal à ab où a et b 
ans le cadre qui se déplace par 2 | 
rapport au système de référen-  S0nt les côtés du contour rectangulaire. 
ce K. Ainsi donc, M? — —j°ab (pour les rai- 

sons de simplicité, la section du con- 
ducteur est posée égale à l’unité). On tire aisément le moment 


dipolaire apparu dans le contour. D'après (24), p =rSi, BC'et 


AD sont distants de bet la charge totale accumulée sur ces côtés est 
égale à pa. La direction du moment dipolaire coïncide avec celle de 


l’axe des y. Finalement, P, — pab — TS abje = TM! ce qu'on 
doit avoir. 


37. Invariants d’un champ électromagnétique. Certaines com- 
binaisons des champs électrique et magnétique demeurent inva- 
riants par la transformation de Lorentz, bien que l’intensité du champ 
électrique E et l'induction magnétique B ne le soient pas. Lesdites 
combinaisons sont les invariants du 4-tenseur antisymétrique du 
deuxième ordre. En voici deux invariants (voir Appendice, 6): 


1, =F}h, (97) 
x À 
Lo — Fri = ini irFim. (58) 


Compte tenu des définitions des tenseurs F;, et F# (voir plus loin, 
p. 168) 
S (cB, —i#), D* (—iE, cB), 


et comme le premier invariant représente la somme des carrés de 
toutes les composantes F;, et le second invariant les produits des 
composantes correspondantes des tenseurs F;, et F,, nous écrivons 
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immédiatement 
li=2(B—E7), I, = —2ic(BE). (59) 


En omettant les facteurs constants non essentiels, nous pouvons 
constater que le champ électromagnétique possède deux invariants 


(les invariants du tenseur 5%; et les invariants mixtes de % et f ne 
nous intéressent pas): 


1, = cB?— EF", 1, = BE. 


Ces deux invariants entraînent les résultats suivants en partie 
déjà cités plus haut. Si, dans un référentiel d’inertie quelconque, 
les champs E et B sont orthogonaux (EB — O0), ils le seront dans 
tout autre référentiel. Si, dans un référentiel Æ — cB, cette relation 
se conserve dans tous les autres systèmes de référence. 

Signalons tout de suite que ces invariants sont nuls pour une onde 
lumineuse dans le vide. Les propriétés B 1 EÆE, cB — E demeurent 
sans modification quel que soit le référentiel d'inertie. 

Il est clair que si 72 = 0 et Z, - 0, il existe alors un repère tel 
que soit Æ — 0, soit B — 0 (en fonction du signe de Z,), c.-à-d. on 
peut avoir soit le champ purement magnétique, soit le champ pure- 
ment électrique. Le réciproque est aussi vrai: si, dans un référen- 
tiel quelconque, E ou B est nul, dans tous les autres référentiels Æ 
et 3 sont orthogonaux. Notons que la quantité BE n'est pas un « vrai» 
scalaire puisqu'elle change le signe Îors du passage du système de 
coordonnées de gauche à celui de droite et vice versa. C’est la quan- 
tité (BE)? qui est un vrai scalaire. 


38. Quelques problèmes sur la transformation d’un champ élec- 
tromagnétique. Champ de la charge en mouve- 
ment uniforme. Les champs magnétique et électrique de la 
charge en mouvement uniforme s’obtiennent aisément par la trans- 
formation des champs du repère ÆÀ” où la charge est au repos. Si la 
charge ponctuelle e est au repos dans le système K”, elle crée le champ 
électrostatique. Du point de vue du repère Æ se déplaçant avec la 
vitesse V par rapport à K”, cette charge représente le courant recti- 
ligne. Le spectre du champ magnétique de celui-ci est représenté 
par des cercles concentriques dont les centres sont situés sur le cou- 
rant ; les plans de ces cercles sont perpendiculaires à la direction du 
courant. 

Les formules de transformation des champs conduisent aux mê- 
mes résultats. Cela se démontre aisément. Soit une charge ponctuelle 
placée à l’origine du système Æ”. Celui-ci sera alors caractérisé par : 


p=0), = 7 (60) 


ANE r'3 
11—039 
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ou en projections sur les axes de coordonnées 


B.=—0, B,—0, B;=—0, 
Cr 2 (61) 


! 
: e x ; e y | 
Ex = Are r'3 ? Ey= Ane r'3 ? E= 4ne r'à ? 


r'2= %2Ly2 17", 

Conformément à (36), on a pour le système X: 
Ps Eee, ÆeTE,; (62) 
Bi=B;=0, By=—T+E, BTE. (63) 
Comme B, = 0, le champ magnétique est situé dans le repère X 
dans les plans perpendiculaires à l’axe des x, c.-à-d. dans les plans 


perpendiculaires au sens du courant. Les équations des lignes de 
force du champ magnétique ont dans Æ la forme suivante : 


dv _ 
ou 
Le EL 
dz En B; : 
Compte tenu de (63), on a 
By ee ÆEz _ Z 
Bz E y y" 


puisque z’ — Z, y — y selon la transformation de Lorentz. L'équa- 
tion des lignes de force s’écrira par conséquent : 


dy z 
C7 
ou 
y dy + 3 dz = 0, 
soit 


d (a+ y?) = 0. 
La première intégrale en est l’équation de la circonférence: 


y?+z? — const. 


Ainsi donc, les lignes de force sont des cercles de centre sur l’axe du 
courant. 

On arrive au même résultat en transformant les potentiels. Nous 
allons procéder à ce calcul qui permettra en outre d’avoir d’autres 
résultats utiles. Le potentiel scalaire du système Æ” a pour expression 
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le potentiel vecteur À’ étant nul: À’ — 0. Si, dans le système XK”, 
le 4-potentiel D a pour composantes (4. — p') , alors d’après (14) 
on à pour le système K: 


Dr (oi D), DD, DD, D=T(D+i D). 


Substituant les valeurs des composantes du 4-potentiel du systè- 
me À”, on a: 


, V 0 ; V ) Q e ; 
A=T(—isee)=Tp, A» = 0, A3 = 0, —p=r—p. 
De cette façon, 
‘ V / V / 


Exprimons maintenant r’ faisant partie de œ’ en coordonnées de la 
charge dans le système K. En vertu de la transformation de Lorentz 


Let V?,. V= y; 1 = z, (65) 
et la formule de r’? s’écrira ainsi: 
rx y Liz TE (x— Vi Lu + 7? — 
= 1" {av +ie) =[2R?, r'=TR, (66) 


Me = (e— Vo (1 27) (+2) (67) 


En utilisant (67), nous pouvons exprimer le potentiel scalaire œ, 
défini par (64), au moyen de # : 


ho et 4 e (68) 


Ane 77 A4ne À! 
et représenter le potentiel vecteur À sous la forme 


4 eV 


L 4 
Aro c2R ‘ 


(69) 
Récrivons les expressions des composantes du champ Æ, compte 
tenu de (62), (65) et (66): 


e(x—Vt) 


Ex= T2AnERs * 


- ey _ ez 
Ey= T24neh3 ? E,— IRATS EE (70) 
La charge est placée à l’origine O’ (au point x’ — 0) du système X’. 
Ses coordonnées dans le système X sont: zo = Vi, yo = 0, z0 = 0. 
Introduisons un vecteur R issu du point O’ où se trouve la charge 
et dirigé vers le point d'observation À de coordonnées (x, y, 2) 


11% 
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(fig. 19). Ce vecteur s'écrit: 
R — (x — Vi) à + yj +z2k, (71) 


où #, j, k sont les vecteurs unitaires colinéaires aux axes des x, y, z 


X=VÉ=RCOS 


Fig. 19. Sur le calcul des champs électrique et magnétique d’une charge en 
mouvement uniforme. 


respectivement. Le produit des composantes (70) par à, j, k respec- 
tivement donne 


D DT A D EU DE EE (72) 


4ne T2 


En utilisant l'angle 8 entre la direction du mouvement de la charge 
(c.-à-d. l'axe des x) et le rayon vecteur 22, on a: 


zx — Vi — À cos Ÿ, 
| (73) 
et par conséquent : 
y? +2? — R°? sin? Ÿ. (74) 


Compte tenu de (71) et (74), on peut récrire l'égalité (67) sous la 
forme 


pe R2(1—Ÿ sin? 9 75 
à = 2 (1-7 sin Es (79) 
après quoi l'expression de Æ peut s'écrire finalement : 
2 
1 eR 1 
EE e RS 1 VE A (F0) 
(1 sin? 0) 


Le champ électrique d’une charge mobile (76) est une fonction 
des variables très commodes, à savoir: la distance À de la charge 
mobile et l'angle Ÿ entre la direction du point où l’on cherche le 
champ et la direction du mouvement de la charge. Pour R fixe, la 
valeur minimale du champ est située sur la direction du mouvement 
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de la charge (8 = 0, x): 
{ V2 
= (1), (77) 


et la valeur maximale du champ est obtenue sur la direction perpen- 


diculaire à celle du mouvement (a — 5) s 


1 e 1 
de 
c2 


L’intensité du champ dépend de la vitesse de la charge. Avec l’ac- 
croissement de la vitesse Æ} diminue tandis que Æ, augmente. Le 
champ d'une charge rapide se concentre dans une marge étroite des 
angles voisins de Ÿ — . (V sin 8/c — 1). 


En ce qui concerne le champ magnétique d’une charge en mouve- 
ment qui est nul (B” — 0) dans X”, on le détermine dans le système Æ 
selon la formule (44) : 


B=+VXE. (79) 


Pour les faibles vitesses de la charge, l’approximation donne dans 
le vide 


 _ 
n AE) R3 
et le champ magnétique est 
__ 1 eVxR _WoeVxR 
7 4negc? RS 4n R3 (00) 


L'expression (80) n’est autre que la loi de Biot et Savart. 

Envisageons un exemple intéressant. Soient deux charges e: 
et e, se déplaçant à la même vitesse V parallèlement l’une à l’autre. 
Trouvons leur force d'interaction dans le système par rapport auquel 
elles se meuvent. Nommons-le KX. Rattachons aux charges le repère 
K” où elles sont au repos. Déterminons la force appliquée à la charge 
es. Gelle-ci est soumise à l’action des champs électrique et magné- 
tique créés par la charge e,. La force exercée sur la charge e, est celle 
de Lorentz: F1 —e; {E2 + V x B:}. Tenant compte de (79), on 
peut écrire: 


Fi=4E++ VxX(VXx E:)=4E:+<+ V(VE:)—<V'E:= 
v2 
=e(1—-) + V(VE). (81) 


ÆE, s'exprime par (76) où R est le rayon vecteur mené de la char- 
ge e: à la charge e, et Ô l'angle entre BR et la vitesse V des charges. 
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Portant (76) dans (81) on obtient 


2 12 2 
(1—) R exe PV cos d (1) 
PF, _— €1€2 C C 
AneR3 /. À. - ANS | 2 2 — 
AE * (17 sin 0) : 4nec2R?2 (1—-sinv) 
1 E 
__ eee _ c2 V2\R VV 
= enr m{lt-#)7t-7 cvs), (62) 
(is n®) 
d’où on a pour la composante suivant la direction du mouvement : 
2 
7 (1——) cos Ÿ 
D 162 
Pr nee it Va 9) 
(Frs) 
et pour la composante qui lui est perpendiculaire : 
72 12 
E ( +) sin Ÿ 
2 
Ey= (84) 


2 2 3/2 
4neR (is n0)" 


Considérons deux charges situées sur la droite parallèle à l’axe 
des y. Supposons que l’une des charges se trouve sur l’axe des x 


de sorte que la distance de deux charges est égale à y. Alors Ÿ — . 
Les formules (83) et (84) se simplifient: F, — 0 et 


162 V2 

Fr pe V 1 (85) 
La formule (85) est facilement retrouvée de la transformation de la 
force qu'exercent les charges immobiles l’une sur l’autre dans le 
repère À’, en force du repère X à l’aide des formules (IV, 38). Con- 
formément à (85), il y a les forces de répulsion entre les charges e, 
et e dans le repère À aussi. Mais du point de vue du système K, 
deux charges e;, et e, qui se déplacent parallèlement l’une à l’autre 
représentent deux courants parallèles de même sens. Ces derniers 
doivent s’attirer en raison de la loi d'Ampère. Où est donc la vérité? 
Ecrivons tout d’abord la loi d'Ampère pour deux éléments de cou- 
rant e,Ÿ et eV dans le vide: 


_ Mo eWX (eV XR) _ Hoexe VX(WXR) _ __ Moses y: À 


Mais R — yj, par conséquent : 
F,— — Hotte ya, (86) 


Any 
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Ce résultat découle de la formule (85) pour le cas de petits V/c. En 
effet, 


notés fa LV )— ie ue, 
FR (1 Den dt) ea anus M0 7e, à (87) 


puisque € — = La force (87), observée dans le système de réfé- 
EoMoO 


rence À où les charges sont en mouvement, se compose de deux parties 
dont l’une est la force de Coulomb (répulsion) et l’autre, l'interaction 
d'Ampère (attraction). Mais cette dernière est une grandeur du deu- 
xième ordre de petitesse par rapport à la répulsion. L’attraction ob- 
servée est due au fait que les conducteurs ne sont pas chargés et la 
force électrostatique de répulsion est réduite à zéro. 


39. Equations de Maxwell en formalisme quadridimensionnel. 
On a obtenu les formules de transformation des champs électrique et 
magnétique lors du passage d’un référentiel d'inertie à un autre. 
Mais on doit connaître les champs dans un système quelconque. 
On fait alors appel aux équations de Maxwell. Celles-ci doivent se 
conserver dans tous les référentiels en vertu du principe de l’équi- 
valence des référentiels d'inertie. Pratiquement cela est vérifié 
mais devient plus évident lorsqu'on présente ces équations sous 
forme quadridimensionnelle. C’est ce qu’on fera dans ce qui suit. 
Ecrivons le système fondamental des équations de Maxwell : 


rot H —=j+D, div D =0, (88) 
rot E ——B,  divB —0. (89) 


Nous avons sciemment divisé les équations en deux lignes en réunis- 
sant les équations des champs moyens, électrique et magnétique, 
ÆE et B et celles des vecteurs auxiliaires H et D respectivement. 

Pour mettre les équations (88) et (89) sous forme quadridimension- 
nelle, on fera appel aux tenseurs (29) et (31). On utilisera également 
la définition du quadrivecteur densité de courant (7). Notons aussi 
la relation (pour le vide) qui nous sera utile par la suite: 


sy “5. (90) 


Les équations (88) doivent évidemment s'exprimer au moyen du 
tenseur (31) et de la 4-densité de courant, tandis que (89) au moyen 
du tenseur (29). On écrira les équations quadridimensionnelles sans 
démonstration et on verra qu'elles coïncident avec (88) et (89). 

Le couple d'équations de Maxwell (88) se présente sous la forme 

Ôfin 


FER — 8; (i—1,2,3,4; la sommation sur &), (91) 
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où s; sont les composantes du quadrivecteur courant [voir (7)l. fl 
y en a en tout quatre équations. Le couple d'équations (89) s'exprime 
au moyen du tenseur F, qui est dual du tenseur F;, (voir Appendice, 


6) : 
Se 1 
R=T EjkimE im (92) 


OÙ E;xim eSt le tenseur unitaire du quatrième ordre complètement 
antisymétrique. On voit aisément que le tenseur dual F#, s'obtient 
du tenseur F;, par la permutation des composantes des parties ima- 
ginaire et réelle : 


d—=(cB, —iE), NA*=(—-iE, cB), 
0 —i#, iE, cB;\ 
iE, 0 —iE, cB, 

—i#£, Ex 0 cB, 

—cB,; —cB, —cB, 0 


En utilisant ce tenseur, on peut mettre le couple d'équations de Max- 
well (89) sous forme quadridimensionnelle de la façon suivante: 


Fh — (95) 


0 (94) 


Il est souvent d'usage d’exprimer les équations (89) directement au 
moyen du tenseur F;,. Cette écriture est donnée ici, car nous en au- 
rons besoin par la suite. Il est donc possible d'écrire les équations (89) 
sous forme de (94) et de l’équation 


Ne es 


0x] 

Il n'y à pas de sommation dans (94’). Parmi quatre valeurs possi- 
bles de i, k, L, on choisit trois valeurs différentes [le lecteur verra que 
si l’on en choisit deux indices identiques, alors, compte tenu de l’anti- 
symétrie du tenseur F (F;, — —F;,;), la relation (94°) se ramène à 
l'identité]. La structure de (94’) montre que la répartition des trois 
nombres choisis entre les indices à, k, L n’est pas essentielle. Cela si- 
gnifie que (94’) inclut en réalité les équations indépendantes en un 
nombre égal à celui des combinaisons de quatre indices trois à trois 
C = CT = 4. 

Vérifions si (91) et (94) comprennent les équations de Maxwell (88) 
et (89). Analysons l’équation (91) pour l'indice i — 1: 


OR, Le _. Ofaa , Of13 à Ôfu 


ES Da lo ÊXa dre 0x3 Le Ôx4, Pb 


0Fy; 
ÔTR 


— 0, (94") 


soit 


Electrodynamique relativiste 169 


On vient d'obtenir la composante x de l'équation rot H — j+— D. 
Les deux autres composantes découlent de (91) en posant i — 2 et 
i — 3. Si i — 4, pour l’équation (91) on a: 


Ofih au Ofue | Ofus , Ofus _ O(icD3) | 8(icDy) | 8(GcD,) __ __; 
D a eo ae a © da ON geo 
soit 

div D = p. 


Ainsi, (91) contient l'équation (88). 
L'équation (94) réunit, elle aussi, quatre équations (i — À, 2, 
3, 4). Considérons, à titre d'exemple, l’équation pour i — 1: 


0h __ 0Fh | 07h + 0F#, ". OFF, ___; 0Ez ; ?Eu Fe 0(cBx) =, 
ÔTR 0x ÔTo Ôx3 0x, Ôy 9 (ict) 
soit 
dE;  0Ey 0Bx | ou 
D or pt c.-à-d. (rot E),— —(B),. 
Deux autres composantes de l’équation rot E — —B s’obtiennent 


de l'équation (94) pour i = 2, 3. Il ne reste que l'équation avec 
LA; 

0h _ 0F# L.0FR | OF, OF 0(cBx) __ 0(cBy) __ 0 (cz) _ÿ 
OT 0x4 LR 0x3 ty 0x 0y 0z É 


C'est la seconde équation de (89) : div B = 0. On a donc prouvé que 
(94) contient les équations de Maxwell (89). Le lecteur peut se con- 
vaincre lui-même que (94”) fournit, de façon analogue, l'équation (89). 
La covariance des équations de Maxwell découle immédiatement 
de leur présentation par les formules (91) et (94). En effet, (91) est 
une relation covariante entre deux vecteurs (voir Appendice, 9). 
L'équation (94) relie les composantes du tenseur du troisième ordre 
et (94”) n’est autre que la 4-divergence dont l’invariance est démon- 
trée en Appendice. Nous espérons que le lecteur confrontera ces 
résultats avec ce qui est dit sur la covariance de l’équation quadri- 
dimensionnelle de la dynamique au chapitre IV, page 96. 


40. Transformations des équations « matérielles ». Les équa- 
tions de Maxwell deviennent fermées si l’on y joint les équations 
« matérielles » qui décrivent un milieu où les phénomènes électro- 
magnétiques ont lieu. Appelons le système où le milieu (ou une 
partie de milieu) est immobile système en comouvement. Les équa- 
tions matérielles du milieu homogène et isotrope s’écrivent dans ce 
système : 

D' = &Ë, (95) 
B" = uH, (96) 
j=0E", (97) 
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où la constante diélectrique €, la perméabilité u et la conductibilité 
o sont des constantes. 

Les formules de transformation des vecteurs Æ, B, H et D étant 
connues, nous établissons la relation entre eux dans tout référentiel 
d'inertie autre que £”. Ecrivons les formules nécessaires de la trans- 
formation en les décomposant en parties longitudinale et transversale 
{relativement à la vitesse V du repère) : 


E,=(E+VXxB),, E =T(E+VXxB)., (98) 


Bi=(B-+ VxE), Bi=T(B—+ VXxE), (99) 


Di-(D++ rxH),, Di=T(D++ VxH), (100) 


H}\=(H—V x D),, Hi =T(H—VXxD).. (101) 


Il ne faut pas y oublier que toutes les expressions du type (Y X 4), 
sont nulles pour tout À, puisqu'on considère la projection sur la 
direction de F,et le produit vectoriel est perpendiculaire à la vites- 
se. Si l’on porte des expressions correspondantes dans (95) et (96), 
on vient, tant pour les composantes longitudinales que pour les 
composantes transversales (pour lesquelles le facteur l'est simplifié), 
aux expressions identiques qui se rassemblent de la façon suivante : 


D++VxH=e(E+VXB) (102) 


B—+VXE=p(H— VX D). (103) 


Nous voyons les champs s’interpénétrer : chacune de ces équa- 
tions (102) et (103) contient tous les quatre vecteurs. L’élimination 
de B ou de D des équations (102) et (103) permet d'obtenir les rela- 
tions entre trois autres vecteurs. Les équations exprimées séparé- 
ment en composantes longitudinales et transversales semblent 
plus simples: 


Di = eE,, By = nu), (104) 
2 v2 
(1) Di =e (1-7) E1+(eu—eouo) FX H, (105) 
2 2 
(1— Te —) Bi=u(1—>)Hi+(en—eou) VX E. (106) 


Ces formules montrent que si, dans le système en comouvement 
K” (milieu isotrope), les vecteurs B et ÆT, ainsi que D et E, sont 
colinéaires, ils ne le sont plus dans d’autres systèmes. 

Cette transformation s'obtient par une autre méthode que nous 
allons envisager. Les équations matérielles (95), (96) et (97) peu- 
vent se présenter sous forme tensorielle. Nous les écrivons pour 
vérifier ensuite que, dans le système de référence où le corps est au 
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repos, on revient aux mêmes formules (95), (96) et (97). Introduisons 


à cet effet la vitesse quadridimensionnelle V (TP, icl) du corps 
(milieu) où l'est dû au fait que la vitesse V du milieu est égale à 


celle du système X”. La 4-vitesse V” dans le système X” a pour com- 
posantes U, = 0, U, = 0, U, = 0, U, = ic. 
Il est facile de montrer que les équations tensorielles 


+ fnUx = Fins, (107) 
. CPU i+ FoUi+ Fair) = (fini faiUi+ fuir), (108) 
= Fi, (109) 


_ 
si l’on y substitue les composantes de V”, se ramènent à (95), (96) 
et (97) respectivement. 

Les équations (107) et (109) entendent la sommation sur k. 
On a au total quatre équations, mais i — 4 conduit à l'identité 
de sorte qu'il ne reste en réalité que trois équations. Dans l’équa- 
tion (108), il faut réaliser toutes Les combinaisons de à, X, L de quatre 
valeurs possibles 1, 2, 3, 4 trois à trois. Le nombre de ces combinai- 
sons est C? = 4, mais la combinaison 1, 2, 3 donne l'identité, ce qui 
nous ramène à trois équations nécessaires. Ayant obtenu des expres- 
sions correctes des équations matérielles dans le repère X”, nous 
avons prouvé la justesse de la forme tensorielle. 

Considérons, à titre d’exemple, l'équation (109). Supposons 
donnée, dans le système en comouvement Æ” (milieu au repos), la 
densité de courant, tandis que celle de charge est nulle, c.-à-d. 


Si (ji ja 7: 0). 
La vitesse du milieu dans X" 


= 


V’ (0, 0, O, ic). 


Trouvons les composantes s;: 


= FaUr = Fall, = (—iE;) (ic) =6E;, 


c.-à-d. 
j, —06E, ; 
on aura également : 
ja = CE 
j, =0E;. 


La quatrième composante : 


= Falr=0 (s=ip —0, Fi 0). 
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Mais dans le système de référence où le milieu est en mouvement, on a 
4=— FaUr = (FU + Fais + FaaU) =—(—iE,) icl =0TE,, 
S2=— For =— (FU + FoiU:) = 

= (—cBTV +(—iE,)icl) =0T{E,+(V X By}, 
S3 = OT {E, + V X B,}. 
Le résultat final est évident : 
j=0ol(E + V X B). 


Sa signification est parfaitement claire : la densité de courant dans 
un milieu de conductibilité & est conditionnée par la valeur du 
champ électrique régnant dans ce milieu et ce champ est justement 


le facteur de © d’après (43) si l’on pose T — 1. 
La quatrième équation définit la densité de charge, liée au cou- 


rant de conduction : 


$4 = icPcona. = + FaUr= + (TEV)=iT (Homer), 


ou 


IV 
Pcond. — r c2 


en plein accord avec (24). 
Il faut distinguer le courant de conduction et celui de convection. 


Ce dernier apparaît dans le cas où le milieu en mouvement porte 
des charges tandis que le courant de conduction représente le mou- 
vement des charges par rapport au milieu. Supposons que, dans 
quelque système X”, il y ait un courant de conduction j’ —6£ 
et, de plus, une densité de charge op”. Ces grandeurs forment ensemble 
un 4-courant transformable d’après les formules (15) pour tout systè- 
me de référence. En exprimant les composantes de j et la densité p 
au moyen de ÿ’ et po’ du système Æ”, nous obtenons 


| ” à re ee y. V', 
je L'Ge+ Vo") jy fus Des P=T (pi). (110) 


De la première formule (110) découle que le courant de conduction 
dans À n’est plus proportionnel à ©. Cela n’est pas commode, car 
pour 6 = 0 le courant de conduction doit se réduire à 0. Comment 
donc mettre en évidence le courant de conduction dans le cas géné- 
ral? Rappelons à cet effet que si dans Æ” la densité de charge op’ — 
— Po, dans tout autre référentiel ÆÀ on obtient la 4-densité de cou- 
rant (21): 

son) ou, (111) 
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où u,;est la 4-vitesse de la charge. Ce courant est le courant de con- 
vection d’où découle l’apparition de l'indice supérieur (conv.) de 
s; dans (111). Soit le 4-courant ayant pour composantes s;; on se 
propose de le présenter sous forme de la somme des courants de 
conduction et de convection. Exprimons avant tout 0, en-fonction 


— — 
de set V. La somme des produits des deux membres de s;, — pou; 
par les composantes correspondantes uw, donne s;u, — pouf. D'après 
(IV, 6) uf — —c?, c'est pourquoi 


SRUR 

Po ee ‘ (112) 

Par suite, le courant de convection peut s’écrire sous la forme : 
(conv.) SRUR 

Si > eo) U;. (113) 


On tire les composantes du 4-courant de conduction en soustrayant 
les composantes (113) des composantes s;: 


Son Re Conr) = ce De Li. (114) 

D'autre part, compte tenu de (109), la quantité son) peut se 
présenter comme suit : 

Sn = Fipun. (115) 


Egalons les deux expressions: 


SRUR (o] : 
Si + C2 Uj = Firux. (116) 


En faisant appel aux définitions fondamentales de S (je, Jyr Ïz iCD), 
V (YUx, Your YVz, icy), on arrive à l'expression tridimensionnelle : 


jte {E—p}=0y{E+ VB). (117) 


Essayons de dégager dans (117) les termes proportionnels à la 
conductibilité o. Pour ce faire, multiplions les deux membres de 
(117) par v. En introduisant les notations usuelles 


| v 
AE p=—;, (118) 
nous obtenons : 
je 9 Hv) 1 
mp. (119) 
Puis 
JV p o(Ev) il 
op -5+T, (120) 
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En portant (120) dans (117), nous obtenons finalement 
j—pv=0y{E+V xB—7(Ev)} : (121} 


Le premier membre de la relation (121) s'appelle courant tridimen- 
sionnel de conduction dans le repère À. La densité totale du courant 
étant ÿ — jtond.) E jGonv), ïl est clair que jConv) = py et 


JON) = Gy{E + V x B — — (Ev)}. Il est souvent d'usage de 


désigner par E* le champ dans le milieu considéré du point de vue 
du repère par rapport auquel ce milieu est en mouvement : 


E*=E+V x B. (122) 
Alors, (121) s’écrira : 


GR oy ÊE* 2 (E*v) } . (123) 


Nous conseillons au lecteur de comparer cette formule avec celle 
de transformation de la force (IV, 37). Ainsi, la présentation du 
courant résultant sous forme de somme des courants de conduction 
et de convection est fonction du référentiel où l’on observe les cou- 
rants et les charges. Les courants de convection et de conduction 
sont entreliés. Il s’ensuit alors que leurs manifestations physiques 
doivent être les mêmes. 


4. Tenseur énergie — impulsion — élasticité d’un champ élec- 
tromagnétique. La Relativité restreinte réunit les grandeurs qui 
étaient indépendantes en expression tridimensionnelle. L’impulsion 
et l’énergie d’une particule libre forment un seul quadrivecteur. 
Dans le cas du champ électromagnétique, l'énergie et l’impulsion 
se réunissent également pour former cette fois-ci un tenseur qui 
contient, outre l'énergie (scalaire en cas tridimensionnel) et l’im- 
pulsion (vecteur tridimensionnel), encore le tenseur élasticité 
tridimensionnel de Maxwell. 

Les notions mathématiques nécessaires pour la compréhension 
de ce paragraphe sont exposées dans l’Appendice, 7. Les résultats 
tridimensionnels de la théorie de Maxwell sont présentés dans ce 
qui Suit. 

1. Principe de conservation de l'énergie appliqué aux charges 
et aux champs: 


L(T+W)= —6 sas. (124) 
S 


Le premier membre contient, sous le signe de dérivation par 
rapport au temps, la somme de l’énergie cinétique TZ des charges 
et de l’énergie du champ W enfermées dans le volume $. L'énergie 
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du champ W se déduit de la densité d'énergie 
__ED+BH 
= —— 
d'après la formule 


W=& wd®. (125) 
DE 


La variation de l'énergie cinétique par unité de temps est égale à 


= Qfv d, (126) 
DE 


la densité de force f de (126) étant définie comme suit : 
Îf=p{E +vXx B}. 


Le second membre de (124) représente le flux du vecteur de 


Poynting-Oumov 
S=EXx H (127) 


à travers la surface délimitant le volume #. Sous le signe d’intégra- 
tion de (124), il y a dS = n dS qui est un produit de l’aire élémen- 
taire dS par sa normale n. 

Le vecteur de Poynting-Oumov est considéré comme le flux 
d'énergie traversant par unité de temps l’unité de surface disposée 
perpendiculairement à ce vecteur. Signalons que bien que la défi- 
nition (127) du vecteur de Poynting-Oumov ne soit pas l’unique 
possible (en fait, ce vecteur ne doit satisfaire qu’à (124)), elle est 
quand même la plus fructueuse et n’entraîne aucune contradiction. 

2. Principe de conservation de l’impulsion pour les charges et 


les champs: 
d 
(P+G)— & T'asrome dS. (128) 
S 


Le second membre de (128) contient le tenseur élasticité de Maxwell 
dont les composantes 7,4 ont pour expression: 


Tag me ED Ka HoBs = Ou BW) (129) 
où les indices « et B prennent les valeurs de 1 à 3 et la densité d’éner- 
gie w se définit par (125). L'expression sous le signe d'intégration 
du second membre de (128) 

T'opna LT: dS 
est une force s’exerçant sur une surface dS infiniment petite, Ms 


sont les vecteurs unitaires du système de coordonnées cartésien- 
nes et n, sont les composantes de la normale à la surface dS. 
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Le premier membre de (128) contient, sous le signe de dérivation, 
la somme des impulsions de charges 
dP 
= | fa (130) 
Da) 
et la quantité € interprétée comme impulsion du champ électroma- 
gnétique enfermé dans le volume $: 


+ Gr [gas | ga. 
À Da) 


La densité d’impulsion g ne peut être définie univoquement que 
pour le vide: 
S 
{ 
| | eo - 

Il y à deux circonstances importantes à souligner. Premièrement, 
le tenseur (129) symétrique dans le vide et dans les milieux homogè- 
nes et isotropes devient antisymétrique dans les milieux anisotropes 
(cristaux). Deuxièmement, le tenseur (129) n’est pas défini univo- 
quement par la méthode usuelle. Les équations de Maxwell ne four- 
nissent que l'expression (128). Pour cette raison, en additionnant 
à Thp 048 satisfaisant à la condition 


& desnameg dS — | Pas. ms dB —0, (132) 
S Da] 


où S est le vecteur de Poynting et c — 


0ty 


on n'’affecte pas la relation (128) (en ce qui concerne la dernière 
égalité, voir Appendice, p. 280). On a ici les mêmes problèmes que 
dans le cas où on définit le vecteur de Poynting à partir du théorème 
de la conservation de l’énergie ou on cherche l'expression de la den- 
sité du courant de déplacement. Notre choix des formules est condi- 
tionné par le degré de validité de toutes les conséquences d’un tel 
choix. Dans le vide, où D —&,E, B—uE, le tenseur élasticité 
(129) avec l'impulsion (131) conduit à des résultats physiquement 
raisonnables. Cela est surtout évident pour la méthode quadridimen- 
sionnelle décrite à ce paragraphe. Mais la définition de la densité 
d’impulsion d’un champ électromagnétique dans le milieu rencontre 
certaines difficultés. On pourrait, certes, trouver une autre défini- 
tion de la densité d’impulsion, ce qui entraïînerait la modification 
du tenseur T;,. Les problèmes s’y rapportant sont formulés au 
paragraphe 53 (ch. VII). 

En résumé, d’après les équations de Maxwell, un champ électro- 
magnétique dans le vide se caractérise par la densité d’impulsion 
(131). La formule (128) traduit alors tout simplement le principe 
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fondamental de Newton: l’accroissement de l’impulsion résultante 
des charges et du champ dans le volume $ est égal à la somme de 
toutes les forces qui y sont appliquées. Il est possible de les ramener 
aux forces superficielles, c.-à-d. celles qui s’exercent sur la surface 
enveloppant le volume #. Nous retrouverons ces résultats dans les 
expressions quadridimensionnelles. 

Le passage formel à la forme quadridimensionnelle s’effectue 


de la façon suivante. La densité de 4-force & peut s’écrire sous forme 
de la divergence MN ES APE du tenseur: 


A; sr Fins = Re ; (133) 


où 7';, est dit tenseur énergie — impulsion — élasticité *) ; ses com- 
posantes sont : 


{ 
Tr Z Fimfmr + 7 Oir (Fsnfsn). (154) 


On somme sur m dans le premier terme du deuxième membre et 
sur s et n dans le second terme; F;m et fsn sont les composantes 
respectives des tenseurs (29) et (31). 

Démontrons maintenant la formule (133). Pour ce faire, recour- 
rons aux équations de Maxwell écrites sous Les formes (91) et (94’) : 
récrivons-les sous forme plus commode: 


Ôf 

ee 0h (155) 
OF; OFii 0Fpi 
Fa À Ô%n OX; * (136) 


Commençons la transformation de la 4-densité de force : 


1 | ô ô 0F; 
= + Fasn = Fan De LE (Finfnr) — fr GE} (187) 


On a tenu compte de (135) et appliqué la règle de dérivation du 
produit. 
Occupons-nous du second terme de (137): 


0F;h 4 Fin 0Fy; | . { OFin Qu 
fun = (fu ee RG) 2 (fu SE ee H) = 
_ 1 0Fir OFii | L TE PE lo Ofrt … 
=> fn (SE Der on. Gay US fu = fur = 
{ 
TS M = 7 Un = A4 x: — (fon Fen)- (138) 


*) Le tenseur quadridimensionnel (134) est désigné par 7 tout comme celui 
tridimensionnel (129) ; cela se justifie également par ce que neuf composantes 
de (134) pour à et k parcourant les valeurs de 1 à 3 coïncident avec (129). 


12—039 
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Dans cette suite d’égalités on effectue les opérations suivantes. 

Le passage à la seconde expression consiste en permutation des 
indices de chaque facteur du produit sans changer ce dernier, car 
les tenseurs f:, et F;, sont antisymétriques : 


‘PF; OF; 
ET er = JR ° (139) 


Compte tenu de ce fait, nous présentons un terme comme la demi- 
somme de deux expressions égales de (139). Dans la troisième expres- 
sion, on à permuté les indices muets sans changer le résultat de 
l'addition : l’indice / est remplacé par k et inversement, c.-à-d. 


0Fii 
0h ù 


au lieu de fr TE est écrit ny 
Dans la quatrième expression, f., est mis en facteur et dans la cin- 
quième est utilisée l’expression (136). Dans la sixième expression 
Fr, est remplacé conformément à (90), ce qui n’est valable que 
pour le vide. 

Toutefois, le résultat (138) est aussi conforme au milieu homo- 
gène. Il est facile de s’assurer que la relation entre les composantes 
des tenseurs f et % y est marquée par le même caractère de propor- 
tionnalité à telle différence près que les facteurs de proportionnalité 
sont différents pour les composantes spatiales et temporelles. II 
suit de la forme générale des tenseurs % — (cB, —iE) et f — 
—(H, —icD) que les composantes spatiales relient les vecteurs B 
et H entre eux, tandis que les composantes temporelles font autant 
pour les vecteurs D et Æ. Pour obtenir une relation correcte entre 
D — 2E et B = HA, il faut poser: 


fs LV ragues, my, (140) 


M Mo 

& E - Eg 
= — 0 p = Gore M —=— — , 141 
fra ep Lo * *£ 22 Ra 2” € Lo ( ) 


Compte tenu de cette hypothèse, la suite d’égalités s’écrira à partir 
de la cinquième : 


0F 4 Ô Ô Ô 
L fus CSS Er + af Lu — 7e Ga 


1 va _ as Vi) — TS sr) 4 — hide = 


ie Ôx; GE) = + _ ——— (fsnFsn). (142) 


La dernière expression de (138), tout comme la troisième de (142), 
traduisent la règle de dérivation d’un produit : 


fr 1 
fr . = ra GuŸ. 
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Du fait que les facteurs a; et a: dans (140) et (141) sont constants, 
on peut les mettre sous le signe de dérivation. Enfin, pour faciliter 
la sommation, d’autres indices muets sont introduits sans perturber 


la somme : 
far — fs 


Ainsi donc, les résultats obtenus pour le vide et pour le milieu iso- 
trope et homogène sont identiques. 

Afin de réunir le premier terme de (137) avec le second sous forme 
définitive (138) ou (142), il faut procéder à La dérivation dans les 
deux termes par rapport aux mêmes variables. Le symbole de Kro- 
necker permet de passer à la dérivation par rapport à une autre 
variable (voir Appendice, 4). En effet, 


8 _, à 
0x, Or ? 


où 6;, est défini selon (Appendice, 4). 
Maintenant on peut écrire l'expression complète de &&'; [voir (137)]: 


A=T {— Finfno) + Fee an Fon) } 


= { Finfi +7 Gi (fon Fon)} + (145) 


Dans le premier terme, remplaçons les indices muets de sommation : 
substituons m à l'indice k et k à l'indice L. On est ainsi conduit à la 
relation finale avec la notation usuelle des indices: 


ô { 4 ÔT ; 
Ki {2 Fimfmn + Bin (fnFen) } on? (144) 


où T';4 est défini conformément à (134). 


” 

Donc, les composantes de la 4-force € s'expriment en composan- 
tes du tenseur T;, qui, à leur tour, dépendent des vecteurs champ 
E et B [rappelons que dans le vide, dont il s’agira dans ce paragraphe, 
les composantes des tenseurs f et % sont proportionnelles selon (90)]. 

De la définition même du tenseur T';, (134) découle directement 
sa symétrie dans le vide, i.e. Tr = Ty. Cela signifie qu’il a dix 
composantes indépendantes. 

Trouvons maintenant les composantes de T;, exprimées au 
moyen des vecteurs d’un champ électromagnétique. Au début, 
considérons l’expression fsnfsn. Ce n’est qu’une somme des produits 
des éléments respectifs, pris deux par deux, des matrices (29) et (31). 
De la définition des tenseurs Î(H, —icD) et %(cB, —i£E) découlent 
immédiatement les composantes respectives. En désignant par A 
le facteur de ô;z, on a: 


{ 1 BH 
À = fenl sn = 7" 2(cBH —cDE) = . (145) 
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Devant la parenthèse apparaît le chiffre 2, puisque l’antisymétrie 
de fet Ffait que le produit des composantes, prises deux par deux, 
donne deux fois l’expression c(BH — DE). Il est désormais possi- 
ble de récrire la formule des composantes T;, (en substituant 
Eu Îem à Îm x) comme suit 


{ 
Tin = —— Fimfnm + irA. (146) 
Trouvons quelques composantes, par exemple T;,: 


4 4 4 4 
Tu = nr Fimfim + À = —— Puf —— Frs — — Fisfis SE 


1 | H 
— Fufut Az —<(cB.H,+cB,H,+cE,D.)+ ET — 


+ E,D, — 228 H,B,+E,D;— w. 


Nous venons de constater que T';, est une composante du tenseur 
élastique tridimensionnel de Maxwell (129). Par des calculs analo- 
gues, on parvient à la conclusion que toutes les composantes du 
tenseur T,g, notamment celles, dont les indices à, £ prennent les 
valeurs de 4 à 3, coïncident avec le tenseur élasticité de Maxwell 
(129). Il ne reste qu’à envisager les composantes de T';;,, dont au 
moins un des indices est égal à 4. Commençons par T,,: 


Tu —= Fimfim+ A =EeDs+ EyDy+ ED, + 


Ce n’est autre que la densité d'énergie d’un champ électromagné- 
tique. Maintenant, c'est le tour de T,,: 


1 1 ; 
Tu=Tu= rs Fimfam = —— (Fiofio + Fiafis) —ic(D,B,— D,B,)= 
= —iceouo (EX Hh;=— 28, —ic = —icgs. (147) 


De même 
To = T9 = —iC£ys 
24 42 By (148) 


T'as = Tis— —icgz. 

Les composantes Ty:, Tozx, T3, Sont proportionnelles à celles de 

la densité d'’impulsion d’un champ électromagnétique g=—. 
Le fait qu'il s’agit ici de la densité d’impulsion et non du flux 
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d'énergie auquel l’impulsion est proportionnelle, sera discuté plus 
loin [voir (151)]. Ecrivons la matrice du tenseur énergie-impulsion- 
élasticité d’un champ électromagnétique dans le vide: 


Tu T'yo T'is — Lx 
T'os Ty Tes — ICS y 
T= T'as T3 T'as — iC£z À - (149) 
——S$, —— Sy —— S; w 


En haut à gauche, on a le tenseur élasticité de Maxwell. Il acquiert 
une signification relativiste correcte après être encadré par les quan- 
tités énergétiques $ et w. Montrons qu'une fois le tenseur T';;, cons- 
truit, on obtient les principes de la conservation de l'énergie et de 
l'impulsion, exprimés sous forme tridimensionnelle par les équa- 
tions (124) et (127). 
Analysons les composantes spatiales de la 4-force 
_ œ — Tab __ 1 0 Ta UAL 

Fe Otg oc O(ict) Oz c2 dt 0zg dt ° (150) 
On a pris en considération que l'impulsion tridimensionnelle d’un 
champ électromagnétique a pour composantes : 

S 
Ba — > ° 


En tenant compte de ce que KX,m,, = f'est la force tridimensionnelle 
de Lorentz, la somme des produits de chaque composante K, (a — 
— 1,2, 3) par son vecteur unitaire m,, (a = 1, 2, 3) donne: 


ôg : OT Ep 

Î+-— 0x8 Mo. (151) 

En intégrant l'égalité (151) par rapport au volume arbitraire 
on est conduit à : 


Ta 


{ras + | SE a = | Pot om, dB. (152) 
D) pa) S 


B 


L’accroissement de l’impulsion des charges dans le volume donné 
est égal à la résultante de toutes les forces appliquées à ce volume : 


IC =. (153) 


L’impulsion résultante G du volume $ est égale à 


| gas @. (154) 
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Appliquons le théorème de Gauss-Ostrogradski au second membre 
de (152) : 


Tu 
( a M A8 — À Topnsme dS = À Tasnompds. (155) 
$ S 


En introduisant les expressions (153), (154) et (155) dans (152), 
nous sommes conduits au résultat (127) : 


L(P+G)— À Tasa mg dS. (156) 


Cette formule traduit le principe de la conservation de l’impulsion 
des particules et du champ électromagnétique. Le second membre de 
(152) représente le flux d’impulsion à travers une surface fermée 
enveloppant le volume considéré. La quantité T,smsg est la densité 
du flux d’impulsion. Le principe de la conservation obtenu se pro- 
nonce donc pour notre hypothèse sur la proportionnalité de T,;, 
Ts, T3, aux composantes de l’impulsion du champ électromagné- 
tique. 

Analysons maintenant la quatrième composante de (133). D'une 
part, d’après (122), on a: 


A ip E i 
CO (t ) = c (fv), (197) 
et d’autre part, 


_ ÔT oh … OT 4 ÔT 39 OT y3 OT . l 2 dw 
Ai Ôxk 0x La Ôxo + Ôt3 . 0x, RS + - (158) 


Par conséquent, (158) s'écrit : 
0 ë 
+ div S + (vf) =0. (159) 


Compte tenu de (125) et (126), l'intégration de l'expression (159), 
étendue à un volume arbitraire du champ, donne 


HUT+W)=-É Sas, (160) 
S 


le théorème de Gauss étant appliqué au terme div $ de (159). Ce 
n’est autre que le principe de la conservation de l'énergie (124). 

Ainsi donc, dans la théorie relativiste l’impulsion, l’élasticité 
de Maxwell et l'énergie du champ dans le vide ont fusionné en une 
quantité tensorielle qui est le tenseur énergie-impulsion-élasticité. 
Les principes de la conservation de l'énergie et de l’impulsion se 
sont réunis en une seule expression. 

La propriété la plus importante du tenseur énergie-impulsion-élas- 
ticité est sa symétrie. Il en découle immédiatement la relation fonda- 
mentale entre le flux d'énergie et l'impulsion pour le champ électro- 
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magnétique dans le vide: 
S' = JC", (161) 


Remarquons que, d’après Planck, la formule (161) a une portée 
plus générale que l'application au tenseur énergie-impulsion du 
champ électromagnétique dans le vide. Tout flux d'énergie est lié 
à l'impulsion et cette relation a un caractère universel. Cela con- 
cerne, en particulier, le flux d'énergie électromagnétique dans un 
milieu. Ce problème sera envisagé au paragraphe 53 (chap. VII). 

Il est facile de s'assurer que la « trace » du tenseur, i.e. la somme 
de ses composantes diagonales, est nulle. 

Ayant établi la nature tensorielle de l’élasticité, de l'impulsion, 
du flux et de la densité d'énergie du champ électromagnétique, nous 
obtenons automatiquement les lois de transformation de ces quanti- 
tés lors du changement de référentiel. Nous n'écrivons que les for- 
mules qui Seront utiles dans ce qui suit. En portant les valeurs des 
composantes (149) dans les formules générales (Appendice, 31), 
on est conduit à : 


Tax = Tue (Tax 2 Sr uw), (162) 
Tu tt (w' +258 7 2): (163) 
Tay= TT (Ty 8) ; (164) 
gx=T (+5 )g+ 0 ST, (165) 
By =T (gi — Tu) : (166) 


42. Tenseur énergie — impulsion — élasticité de la charge à 
symétrie sphérique. Si la charge est immobile dans le repère X, elle 
n’y crée que le champ électrique. Le tenseur énergie-impulsion- 


élasticité s'écrit alors: 
Tu | 0 n j (167) 
e0E? . Lé 
5 — et Tops = E0Lals — Oxpw. Si la charge se déplace 
avec une vitesse V dans-le référentiel Æ”, son tenseur 7: est trouvé 
à l’aide des formules générales de transformation des composantes 
d’un tenseur. En ce qui concerne la transformation de la densité 


OÙ w — 


d’impulsion suivant l’axe des x (Tu) et de la densité d'énergie 
{T,:), on a conformément à (Appendice, 31): 
| Tia —iBIT y + TABT = iBT?(w—Tu), 


, V2 
Toi LT, — BAT y — [Re (w— Tu) ‘ 
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Déterminons l'énergie totale et l'impulsion résultante d’une 


charge ponctuelle en tenant compte de ce que la transformation de 
l'élément de volume d$’ du référentiel X” en élément de volume 


d$ du référentiel X s'effectue d’après la formule dS' = + dS : 
v'=| T'!, dB" — ja ue dB=T ps dy, (168) 
G =} | TudB'=+ | 78 = À — | uw) a. (169) 


Il est évident que 


(was | 248 — U. 


Si la charge a une symétrie sphérique dans le référentiel propre X, 
c.-à-d. 


EE -E- 
alors 
U 
| Tu a —e0 | (E? +) d$ — — + | E°d$ — TZ 
Par conséquent, les formules (168) et (169) seront de la forme 
U'=IU (1++), (70) 
; 4 B 
G; — = TU. (171) 


Les composantes G, et G; de l'impulsion deviennent nulles de sorte 
que 


1 AV 
G'= 5 TU. 


L'apparition du signe «moins» dans l'expression de G est due à 
la vitesse négative Y de la charge par rapport au référentiel X’. 
En comparant les formules (170) et (171) avec celles de la transfor- 
mation de l'impulsion et de l’énergie d’une particule lors du passage 
du référentiel propre à un référentiel quelconque [voir (IV, 39)1, 
on voit que ces formules sont différentes. Autrefois, on essayait 
d'interpréter la masse d'’électron comme électromagnétique en 
s'appuyant sur la relation: 


U 
M= Tr . (172} 
Le résultat obtenu ci-dessus montre que la masse totale de la parti- 


cule ne se réduit pas seulement à la masse électromagnétique (172). 
Cela n’étonne pas: pour maintenir la charge à symétrie sphérique, 
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il faut avoir des forces complémentaires capables de compenser 
les forces de répulsion électrostatique. En introduisant les tensions 
mécaniques supplémentaires on obtient pour l'impulsion résultante 
et l’énergie l’expression suivante: 


G'==Tr— der 
C 


en conformité avec les formules (IV, 39). Le lecteur peut trouver 
l'étude détaillée dans l’ouvrage suivant: R. Becker, Theorie der 
electrizität. Band. II Electronentheorie. 6, vollstandig neubearbeitete 
auflage des werkes von M. Abraham Leipzig und Berlin Verlag 
und druk von B. G. Teubner, 1933. 


Annexe I *) 


Potentiels du champ dans le milieu en mouvement 


Dans le paragraphe 32 on a introduit le 4-potentiel d’un champ électro- 
magnétique dans le vide. La définition d’un champ électromagnétique découle- 
immédiatement des équations de Maxwell sans avoir recours aux potentiels. 
Pourtant, dans plusieurs cas, l’utilisation des potentiels en tant que grandeurs 
intermédiaires pour la définition des champs ÆE et B s’avère très commode, ne 
serait-ce que par le fait que le nombre de fonctions à déterminer diminue. A par- 
tir de quatre composantes d’un vecteur potentiel, on arrive aisément à 
toutes les composantes des champs magnétique et électrique ! Ce fait devient 
plus manifeste en Electrodynamique des milieux en mouvement où les équations. 
matérielles (102) et (103) s'avèrent beaucoup plus compliquées que dans le cas 
du milieu au repos. 

Nous verrons dans ce qui suit le procédé dont on se sert pour obtenir les. 
expressions des potentiels dans le milieu en mouvement. Nous citerons, à titre 
d'exemple de l’application de ces potentiels, la propagation d’une onde électro- 
PA Le plane dans un milieu qui se déplace par rapport à l’observateur. 
L'exemple en question est en rapport immédiat avec les problèmes considérés. 
dans le chapitre VII. Dans le présent Annexe, nous utilisons l’algèbre tensoriel- 
le dont les méthodes sont brièvement expliquées en Appendice à la fin de l’ou- 
vrage. 
Passons maintenant aux équations pour le 4-potentiel dans les milieux 
mouvants. 

Le champ de ce milieu est partout décrit par deux tenseurs F;, [voir (29)] 
et f;r [voir (31)], appelés parfois tenseur champ et tenseur induction respective- 
ment. 


Introduisons le quadripotentiel ® du champ dans le milieu par la relation 


0®k 0®; 
Fac | Ga; +.) (173) 


qui s’identifie à la formule (28). Quatre composantes du potentiel ®; étant con- 
nues, cette formule nous permet de déterminer toutes les composantes du ten- 
seur F;r, C.-à-d. l'induction magnétique B et le champ électrique Æ. Le champ 
électromagnétique dans le milieu peut être considéré comme complètement 
décrit si l’on connaît les composantes du tenseur j;,, donc les composantes des 


*) Cet Annexe est écrit par B. Bolotovski et S. Stoliarov. 
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vecteurs champ magnétique et induction électrique. Si toutes les composantes 
du tenseur champ F sont connues, le tenseur induction jf se déduit à l’aide des 
équations matérielles (107) et (108) reliant les composantes de ces deux ten- 
seurs. (Rappelons que la relation entre les tenseurs % et f est définie, sous sa 
forme vectorielle, selon les équations matérielles (102) et (103) appelées parfois 
équations de Minkowski.) 

Les relations matérielles (107) et (108) entre les tenseurs % et f peuvent 
s’écrire sous forme d’une seule relation tensorielle 


fin = Eirimlims (174) 


où le tenseur du quatrième ordre £;z1m est choisi de sorte que les relations de 
Minkowski (107) et (108) soient remplies. Le tenseur nécessaire sera donc 


4 
Shi Te (Os — HU Ur) (Opm —#C UrUm): (175) 


où Ô;, est le symbole de Kronecker défini selon la formule (Appendice, 4) et 
U; les composantes de la quadrivitesse décrite au paragraphe 39 et ayant pour 


_ 2 \—— 
composantes V (TV, icl) où F — (4 — &) 2 et V est la 3-vitesse du déplace- 
ment du milieu. La constante x est un nombre abstrait, égal à 
=" 4—n2 1, (176) 


€oUo 


où e et u sont les constantes diélectrique et magnétique du milieu, &, et mo, leurs 
équivalents pour le vide; la grandeur n se définit selon (200). On voit aisément 
que, dans le vide, x = 0 et la relation (174) entre les tenseurs f et F prend la 
Pborme [comp. avec (90)] 


1 
frs Pi (177) 
qui correspond aux relations connues entre les champs Æ, H et les inductions D. 
B dans le vide: 
D = &£E, B = LH. (178) 


Dans le milieu immobile, le tenseur 8;,/M de la forme (175) relie les champs avec 
les inductions de la manière suivante : 


D = &E, B = LH. (179) 


Il est aisé de s’en convaincre en posant dans (175) Ui = Us = U3 = 0 et 
U ——= ic. 

Comme les composantes du tenseur F7, s'expriment en fonction du quadri- 
otentiel ®, et celles du tenseur induction f;, sont liées à F,, par (174), alors 
es composantes du tenseur j;, s'expriment également au moyen du quadripo- 

tentiel ®,. En d’autres termes, il suffit de connaître quatre fonctions de ®; 
pour déterminer toutes les composantes des champs et de l’induction dans un 
milieu en mouvement. 

Passons à présent à la déduction des équations pour les potentiels du champ 

dans un milieu en mouvement. Pour cela, faisons appel à l'équation (91): 


0fir 
ÔTR 


—= S;. 


Portons dans cette équation f;, sous forme de (174). On obtient 


Ô0F 
Eiklm ee =: (180) 
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En utilisant la relation explicite (175) pour le tenseur &;z/m ainsi que la for- 
mule (28) qui exprime F},, au moyen du potentiel ®,, on peut, après quelques 
simples transformations, réduire l'équation (180) à la forme suivante: 


mm (O1 — 4e 2: pee —4çc"2 nn 
uc (O;y— nc 2U Ur) Ce | 07h KC EU rRUm EE | 


TR 


| ms à U£ —) | du} = 5s;. (181) 


Multiplions les deux membres de l'équation (181) par le tenseur 


% 
SU LÉEE EU Ua) . 
Ayant profité de la relation aisément vérifiée de la forme 
% 
(ô;r—xc2U;U 3) ( Sia+ ee CU) = Ülos (182) 


on obtient finalement 


o2 ô \? 0 [00% 
—_— ce"? ee eh 
E " (us =.) ILZ CE 07h 
- 0® H 
— KC 20 Um ) = —uC ( Gcu+ TR A 2UiU a ) s;. (183) 
Le système d'équations (183) définit toutes les composantes du potentiel 
D, d’après les sources données du champ s; dans le milieu en mouvement. 
Ce système peut être simplifié si l’on impose aux potentiels une condition 
subsidiaire bien choisie, par exemple, la relation qui suit 


dth — KC UrUm EF —(. (184) 


Elle est une généralisation de la condition connue de Lorentz imposée aux 
potentiels dans le vide [voir (41) à (13)]. La condition (184) peut être vérifiée 
comme en Electrodynamique classique. 

Une fois la condition (184) vérifiée, le système d'équations (183) se simpli- 
fie et prend la forme 


{ FE — KCT2 (ur )} Dr —uc (ôiat+ pe ia) s;. (185) 


Le système (185) est plus commode que (183), car il comprend. quatre équations, 
dont chacune inclut une seule composante du vecteur potentiel («x = 1, 2, 3 
et 4). Avec les sources extérieures données la solution du système (185) définit 
complètement le champ créé par ces sources dans le milieu en mouvement. 

Si le milieu en mouvement possède la surface de séparation, le système 
(185) d'équations pour le vecteur potentiel doit être complété par les conditions 
aux limites correspondantes (voir, par exemple, L. Landau et E. Lifchitz, Elec- 
trodynamique des milieux continus, Editions Mir, Moscou, 1969). 

Comme exemple de la résolution des équations obtenues envisageons le 
champ électromagnétique dans le milieu en mouvement en l’absence de sources 
extérieures (courants et charges). Comme, dans ce cas, tous les s; sont nuls, le 
système (185) se transforme en celui de quatre équations homogènes 


) } Duo. (186) 
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En vertu de la condition subsidiaire (184), seules trois des quatre quantités 
D, sont indépendantes. On peut donc poser ®, — 0 et considérer les trois autres 
quantités D,, ®,, ®, en tant que composantes d’un certain vecteur que nous 
désignerons par À. Sous cette condition, le potentiel vecteur ®, du milieu en 
mouvement est le potentiel vecteur tridimensionnel A. 

Dans ce cas, le système d'équations (186) donne pour le potentiel À l’équa- 
tion suivante: 


1 92 EU — Elo ô 72 _ 
{(-z) lents] )a=0s («87 

, Sous condition subsidiaire : 
| EU — EoUo 0 _ | 


qui est déduite de la condition subsidiaire (184) pour ®, = 0. Si la solution de 
l'équation (187) est connue pour le potentiel 4, les champs E et B s’exprimeront 
alors par À selon la formule (28). Cette dernière, dans notre cas, prend la forme 
simple : 
0 A 
B=rotA, E=———. (189) 

A partir de E et B, on trouve D et H à l’aide des équations matérielles de 
Minkowski (102) et (103) pour le milieu en mouvement. 

L'’équation (187) définit la propagation des ondes électromagnétiques libres 
dans le milieu en mouvement (par les ondes électromagnétiques libres on entend 
normalement le champ en l’absence des charges et des courants). Passons main- 
tenant à la résolution de cette équation. Recherchons le potentiel vecteur À 
en tant qu'onde électromagnétique plane: 


A Aer DEN (190) 


En portant cette expression dans (187), on obtient 


: a . 
{(—-e+5) ER 7 — 0 }À Apeî @t- Er) 0, (191) 


La relation (191) montre que l’amplitude 4, de l’onde plane n'est diffé- 
rente de zéro que pour les ondes telles qu’elles vérifient la condition 


(+) + ob (ue 7 — ae 0. (192) 


Cette condition définit les rapports entre le vecteur d’onde k et la pulsation © 
de l’onde électromagnétique plane se propageant dans le milieu en mouvement. 
Les conditions subsidiaires (188) pour une telle onde prennent la forme 


(40. + PO (ox r)) =“; (193) 


Il vient de la condition de réduction à zéro du produit scalaire (193) que 
dans le milieu en mouvement le vecteur 4, est perpendiculaire non à la direc- 
tion de la propagation de l’onde, définie par le vecteur d’onde Æ, mais à la 
combinaison linéaire de ce dernier avec le vecteur vitesse Y du milieu. Dans 
deux cas particuliers où l’onde se propage dans le vide (eu — €) ou le milieu 
est au repos (F = 0), la condition (193) se réduit à la condition connue d’après 
laquelle les ondes électromagnétiques libres doivent être transversales : 


Açk = 0 (194) 
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d'où il vient que, pour l'onde électromagnétique libre, les vecteurs FE, H, B et D 
sont perpendiculaires au vecteur d'onde, c.-à-d. à La direction de la propagation 
de l’onde. En général, une telle transversalité des ondes n’a pas lieu dans le 
milieu en mouvement. En effet, pour l’onde plane (190), les champs Æ et B se 
définissent selon (189) : 


B=—ile A i(oi—kr) 
es | (195) 


= — io Ape° (ORSRR 
Il s'ensuit que le vecteur B est perpendiculaire au vecteur d'onde K, tandis que 
le vecteur Æ ne l’est pas [en raison de la condition (193), le vecteur 4, n’est 
pas transversal]. 

L'équation (191), qui relie le vecteur d'onde k et la pulsation © de l’onde 
dans le milieu en mouvement, inclut le produit scalaire 4. Cela signifie que 
les conditions de la propagation de l’onde dépendent de l’angle formé par cette 
dernière (ou, ce qui revient au même, par le vecteur d'onde X) avec la vitesse F 
du milieu. Cette circonstance reflète le phénomène d'entraînement de la lumière 
par le milieu en mouvement. Envisageons-le de plus près pour le cas de faibles 


vitesses. Supposons que la quantité B— _ soit petite et négligeons, dans (192), 


tous les degrés de B supérieurs au premier. On obtient alors 
2 
a —#2+ (eu —eouo) [o2—20 (x P)]—0. (196) 


Effectuons la réduction des termes semblables tenant compte de ce que c? — 


——— 


EoUo 

2 

a2—2xp (1—<0be | (197) 
Eu Eu 

En résolvant l'équation quädratique ci-dessus par rapport à ©, on a 

k £olo 

O—= + ——+LXxT (4 <opo | ; 198 

Var Feu CE 


On met « plus » devant le premier terme du second membre vu que, pour 
V  — 0, nous devons obtenir une relation connue entre © et k dans le milieu 
immobile : 


os (199) 


ici nous avons introduit l'indice de réfraction du milieu immobile 


Eoho 
La quantité _ est la vitesse de phase de la lumière dans le milieu immobile. 


Si l’on désigne par Ÿ l’angle formé par les vecteurs k et V, on obtient, avec 
le choix convenable des signes, pour (198) 


D + Ve0s  (1——) : (201) 


Dans (201), ainsi que dans le cas du milieu immobile [voir (199)], la quan- 
tité F définit la vitesse de phase de la lumière qui voyage cette fois-ci dans le 


milieu mobile isotrope. En comparant (201) et (199) on voit que la vitesse de 
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phase de la lumière dans le milieu en mouvement n’est pas la même dans les 
directions différentes. Si la lumière suit le mouvement du milieu (cos 8 = 1), 
la vitesse de phase sera 


(Q) c 1 

= + (i—)v. (202) 
Si le sens de la lumière est opposé à celui de mouvement du milieu (cos ÿ — 
— — 4), alors 

(a) c 1 

2 (1——) V. (203) 


1 
Le facteur i——) est le coefficient d'entraînement de la lumière mesuré par 


Fizeau dans l’expérience où le milieu en mouvement a été représenté par l’eau. 
L'expérience de Fizeau est traitée en détail à la page 72. 

Les potentiels obtenus comme solution de l’équation (185) peuvent être 
appliqués avec succès à beaucoup d’autres problèmes qui sont pourtant hors de 
questions envisagées dans le présent ouvrage. 


Annexe II 


Formules de l’électrodynamique écrites en système de Gauss 


Le système de Gauss est aussi souvent employé en Electrodynamique que 
SI. On croit donc raisonnable d'écrire les formules principales aussi en système 
de Gauss *). 

Dans le vide, les équations pour les potentiels À et @ sont de la forme 


4 024 AT . 
= 1 2% 
La condition de Lorentz est 
: 1 09 
div 4 +— x 0. (3} 
Le principe de la conservation de la charge ne change pas sa forme: 
Ôp ns 
+ div y=0. (4) 
Les définitions du 4-potentiel et du 4-courant : 
D (4, iq)» (6) 
S (fs icp). (7) 


La relation entre les champs et les potentiels: 


B=rot A4, Æ——grad p—+ À. (25) 


*) Les formules ont le même numérotage que dans le texte de ce chapitre. 
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Les tenseurs d’un champ électromagnétique dans le vide: 


_10Dz 60; 
rr=(Si-s), (28) 
0 Hs LH. GE 
— H, 0 Hx  —i£ 
Se de y 
fin ik A, —_Hr 0 2h (29} 
iE, iE, iE , 0 
Les tenseurs d’un champ électromagnétique dans le milieu: 
0 Hs «al, D 
; — FH, 0 Hyx  —iD, 
PCR A, Hz 0 —:ip, |’ 
iD, iDy iD, 0 
0 B; — BP, —iE#, 
— B 0 B —iE£ 
Fih _ B . ED E (31} 
y Lace x —i#, 
tE, iEy iE, 0 
Le tenseur des moments: 
0 M; —My  iP, 
— M, (ù Mx  iPy 
Mir = ; 
My  —Mx 0  &P, 
il, AP; iP,; 0 
où maintenant B = H + 41 M et E — D — 4rxP. 
Les formules de transformation des champs: 
Ex=E., Bx=B",, | 
La V ’ Sr LA V La 
Ey=T(E,+—8)  By=r(8,-—E#:), 36) 
E,=T(E,——8:), B;— (+8), | 
Dx=D!, Hy=H!, 
, 4 ,’ > , V ’ 
Mr(ntek), Log Mer(m-co) | 6 
LA V LA ’ LA [4 
D,=r(D;-—H;), H,=T(H;+—2;). | 
La densité de la force de Lorentz: 
{ 
f=0 {B+-vxs). (49) 
Les invariants du champ: 
T1=Fi,=E2— H?, À 
T2 =2iEH (59) 
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Les équations de Maxwell sous forme tridimensionnelle: 


rot H=T j+7 D, div D —4ñp, (88) 
rot 5 = — 2? B, div B=—0. (89) 
c 


Les équations de Maxwell sous forme quadridimensionnelle : 


fin _ AN 
Ge à (91) 
Fin 0FRr, 9Fri , 
OX] + ÔT; Ed ÔTR ri (94 ) 
Les équations matérielles sous forme tridimensionnelle ne sont pas modifiées : 
D' = &F, (95) 
B" = pH”, (96) 
J = 6E. (97) 
Les équations matérielles sous forme quadridimensionnelle: 
finup = EFirup, (107) 
Fipui + Fri + Friug = U int + frs + fuiun), (108) 
= fin (109) 
c 
L'expression quadridimensionnelle de la densité de force garde sa forme: 
Hi=T Finsre (121) 
La densité d'énergie d’un champ électromagnétique: 
BH + ED 
V= 
8T 
Le vecteur de Poynting-Oumovw : 
C 
S=-— EX H. (127) 
Le tenseur énergie-impulsion-élasticité dans le vide: 
Ti Te Ti3 — iCBx 
T'21 T22 T3 — icgy 
Tin = T 34 T'3e T3 —icgz |: (149) 


i È 
RSS S 0 w 
ce * c y c Z 


CHAPITRE VI 


THERMODYNAMIQUE CLASSIQUE 
ET RELATIVITÉ RESTREINTE 


Les postulats d'Einstein proclament que le principe de la relativité s'étend 
à tous les phénomènes physiques. Ce chapitre est consacré à l'étude des effets 
calorifiques dans de différents référentiels et l’universalité du principe de la 
relativité acquiert alors une forme parfaitement achevée. Le, côté de prin- 
cipe de l'étude est exposé dans le paragraphe 43 et, en partie, dans le para- 
graphe 44. Le contenu des paragraphes 45 et 46 a pour but d'approfondir les 
conceptions relativistes et inclut les applications utiles des relations de la 
Relativité restreinte. Toutefois, les résultats de ces paragraphes ne se rédui- 
sent qu'aux formules de transformation de la température et de la quantité 
de chaleur. 


43. Enoncé du problème. Les chapitres IV et V traitaient du 
comportement des équations fondamentales décrivant des phéno- 
mènes mécaniques et électrodynamiques vis-à-vis de la transforma- 
tion de Lorentz. L'analyse a montré que les équations newtoniennes 
changeaient leur forme par la transformation de Lorentz, tandis que 
les équations de Maxwell restaient les mêmes. Par conséquent, les 
équations de la dynamique sont modifiées quelque peu et celles de 
Maxwell s’écrivent tout simplement sous forme quadridimension- 
nelle. 

Il reste à étudier le comportement des équations fondamentales 
décrivant les phénomènes thermodynamiques, c.-à-d. des équations 
fondamentales de la thermodynamique macroscopique, lors du change- 
ment de repère. La révision des principes de la thermodynamique du 
point de vue des conceptions relativistes fut faite en 1907 par Planck 
et Hasenorle peu après l’apparition de l’ouvrage fondamental d’Ein- 
stein en 1905. Cette même année 1907, un aperçu d’Einstein repro- 
duisait ces résultats comme une partie d’un schéma cohérent des 
raisonnements. Les principes de la thermodynamique (premier et 
second) bien connus sont valables incontestablement dans le réfé- 
rentiel où le système thermodynamique en question est au repos. 
La méthode classique suppose toujours l’étude dans le référentiel 
« propre » dans tout autre repère. Puis, le problème se posait de la 
façon suivante. Peut-on conserver la forme de deux principes de la 
thermodynamique, qu'ils ont dans le repère propre? S'il s’avérait 
possible de le faire pour la transformation de Lorentz, cela signifie- 
rait que certaines grandeurs thermodynamiques, telles que la quan- 
tité de chaleur transmise et la température du corps, devraient se 


13—039 
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transiormer lors du changement de repère selon une loi qu'il faudrait. 
établir. Si l’on n'avait pas trouvé cette loi, on aurait eu à reviser 
les équations thermodynamiques, comme c'était le cas des principes 
de la mécanique classique. Or, les principes de la thermodynamique 
se sont montrés invariants lors du changement de référentiel et il 
ne s'agissait que de l’énoncé des lois de transformation de la quantité 
de chaleur reçue par le système et de sa température. 

Ecrivons les deux principes de la thermodynamique dans le 
référentiel « propre » À”; cela signifie que le système thermodynami- 
que considéré y est au repos. Ce système (corps) est supposé en 
équilibre thermodynamique. Nous nous bornerons à l’étude des 
systèmes en équilibre stable et des transitions réversibles entre les 
états d'équilibre. 

Conformément au premier principe, l'énergie totale du système 
(corps), désignée par £”, est une fonction univoque de l’état thermo- 
dynamique du système dans K”. Si ce système (corps) participe à 
quelque processus conduisant au changement d'état du corps, la 
variation de l'énergie se définit comme suit: 


AE" = AQ' + A4, (1) 


où AQ' est la quantité de chaleur reçue par le système lors du proces- 
sus et AA’ le travail mécanique produit sur le système par les corps 
qui l'entourent. Il est évident que le travail des forces mécaniques 
peut inclure aussi celui des forces d’un champ électromagnétique si 
elles agissent sur le système. On sous-entend que toutes les quantités 
faisant partie de (1) sont mesurées en Æ'. : 

Le premier principe représente celui de la conservation de Îl’éner- 
gie et il est raisonnable de garder sa forme générale dans tous les 
référentiels. Voilà pourquoi, dans tout repère, on doit vérifier l’éga- 
lité 

AE == AQ + AA. (2) 


Notons immédiatement que le passage de (1) à (2) est déterminé 
dans une large mesure par ce que la mécanique relativiste des milieux 
continus fournit les formules de transformation de AE et AA et il 
ne s’agit que de trouver la transformation de AQ. 

Avant de passer en revue le deuxième principe de la thermodyna- 
mique notons que les raisonnements les plus généraux conduisent 
à ce que l’entropie doit être l’invariant de la transformation de 
Lorentz. Que signifie le changement de référentiel? Dans X’, le 
système thermodynamique est au repos, tandis que par rapport à 
tout autre référentiel il est en mouvement avec la vitesse constante. 
Du point de vue de la thermodynamique classique, le passage du 
repos au mouvement se fait adiabatiquement (c.-à-d. avec une accélé- 
ration infiniment petite et sans échange de chaleur), ce qui signifie 
qu’au cours de ce passage l’état intérieur du système ne se modifie 
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pas. Il s'ensuit également que le système qui se meut relativement 
à K' possédera la même entropie qu’il avait au repos en Æ”’. D'autre 
part, par rapport à À” le système se trouve après l’accélération dans 
le même état qu’il avait avant l'accélération relativement à X. 
Il en découle que l’entropie $” du corps relativement à X’ doit être 
égale à l’entropie S par rapport à X. On peut donc écrire : 


S — S". (3) 


Ce résultat s'obtient directement de la définition statistique de l’en- 
tropie : elle doit être l’invariant de la transformation de Lorentz, 
car elle se détermine par la probabilité de l’état statistique du sys- 
tème. 

D'après le deuxième principe de la thermodynamique, l’entropie, 
tout comme l'énergie totale, est une fonction de l’état thermodyna- 
mique dans le repère K”. Par définition, la variation infinitésimale 
de l’état du système entraîne celle de l’entropie conformément à 


AQrsy  AE'—A4!, 
ds" — 7 _ F rév. (4) 


Où AQïev. et AArev. Sont respectivement la quantité de chaleur gagnée 
par le système et le travail effectué lors du processus réversible qui 
fait changer l’état du système ; 7” la température absolue en échelle 
Kelvin. 

Si l’on conserve la définition de l’accroissement de l’entropie 
pour tous les référentiels inertiaux, c.-à-d. si l’on y pose 


AQreév. _ AE — A4, 


en ee cp 14 (5) 


l’invariance de l’entropie du système fournit 


dS — dS”, (6) 
ou, selon (4) et (5), 


AQréy.  AQrév. 
D pm (7) 


La formule (7) met en évidence que les lois de transformation de la 
chaleur reçue par le système et de sa température doivent être les 
mêmes lors de la transition d’un repère à un autre. Notre tâche con- 
siste en la recherche de la loi de transformation de ces quantités. 

Envisageons un système thermodynamique concret, à savoir un 
gaz emprisonné dans un cylindre à volume variable. Il est le plus sim- 
ple de prendre un cylindre dont une base est immobile et l’autre est 
représentée par le piston mobile. On étudie le processus avec la varia- 
tion du volume de gaz et l'échange de chaleur. Le cylindre est disposé 
dans À” comme le montre la fig. 20. Il se déplace par rapport au repè- 
re À. 


13* 
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Il a été déjà mentionné qu'on connaissait les formules de transfor- 
mation de AE et AA entrant dans l’expression du premier principe de 
la thermodynamique. Donc, en faisant AQ — AE — AA dans le 
repère À, on trouvera la transformation de AQ. 

Quelles sont les formules de transformation de la variation de 
l’énergie du gaz AE" et du travail dépensé A4’ lors du changement 
de référentiel ? Il nous faudra donc trouver les formules pour le cas 
d'un gaz (liquide) qui représente un milieu continu. A la différence 


g' x! ©——p— 


V CAR " x! 
FT). émail 


SNS 


Réservoir de chaleur 


PA 


Fig. 20. A gauche on voit le cylindre à piston qui est au repos dans X’. Pour 
plus de clarté, les axes des x et x’ qui coïncident sont représentés légèrement 
écartés. On suppose qu’à l'instant # — t#’ — 0, les origines des coordonnées 
O et O' se confondent. A droite, en haut, on voit un réservoir de chaleur qui peut 
transmettre de la chaleur au gaz de façon réversible. Le réservoir et le cylindre 
sont rigidement liés l’un à l’autre, c.-à-d. que les deux sont au repos dans X’. 


du point matériel, l’énergie et impulsion totales du système qui 
ne forment plus un quadrivecteur se transforment d’après les formules 
de transformation des tenseurs. On doit, par suite, rechercher l’ex- 
pression du tenseur énergie-impulsion de corps macroscopiques con- 
sidérés comme continus. 


44. Tenseur énergie-impulsion des corps macroscopiques. Nous 
renvoyons le lecteur intéressé à l’ouvrage de Landau et Lifchitz, 
Théorie des champs, $ 35, où l’on donne les détails sur ce tenseur. 
Dans le présent ouvrage, on se contente de donner quelques sugges- 
tions et analogies. Au chapitre V, $ 41, il a été considéré le tenseur 
énergie-impulsion d’un champ électromagnétique. Dans chaque 
point d’un corps subissant des déformations élastiques, le tenseur 
est composé des grandeurs suivantes: tensions élastiques, flux d’é- 
nergie, densité d’impulsion et densité d'énergie. En considérant un 
corps de volume infiniment petit dans le référentiel où il est au 
repos (repère propre), la densité d’impulsion et le flux d'énergie, 
liés dans ce cas par [comp. avec (V, 131) 


S = cg, 
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s’annulent. Les tensions élastiques sont liées à la déformation du 
corps et l'énergie à la masse. Ainsi donc, pour l’élément de volume 
donné du corps dans le référentiel en comouvement, le tenseur 
énergie-impulsion-élasticité a la forme : 

Pin Pis Pis Ù 
Pa Pa Pa» 
Psa Ps2 Ps 
O0 O0 O0 e 


Ti= (8) 


Dans cette formule, les composantes spatiales forment un ten- 
seur tridimensionnel symétrique d'élasticité ; la composante 7,4 


Lé Q Lé Fr Q e. Lé £’ 
représente la densité d'énergie e’. La quantité x est la masse de 


l'unité de volume du corps. 

À l’aide des formules générales de transformation des compo- 
santes du tenseur (Appendice, 31), on peut écrire l’expression du 
tenseur 7';, dans un référentiel quelconque : 


T° (p;, — Be") PP Ppis —TliB(e — pi) 

l'P:: Pa» Pas nn liBp;; 

l'Ps Paz Pss on TiBp;: 
—ThiB(e —p,,) —TiBp,; —iTBp; L°(e — B°p;) 


Lin 


(9) 


On se servira plus tard du tenseur (9). Il devient plus simple dans 
le cas du gaz ou du liquide, car le tenseur élastique tridimensionnel 
se réduit dans ce cas à la pression omnidirectionnelle de sorte que 


Pas = — P'Ôap; (10) 


le signe « moins » témoigne de la compression omnidirectionnelle, 
Par conséquent, le tenseur énergie-impulsion-élasticité (8) pour 
le gaz ou le liquide s’écrit dans le référentiel en comouvement 
— p° 0 0 0 
O0 —p 0 0 
Tin = 0 0 — p° 0 ? (11) 
0 0 0 e&’ 


et dans un référentiel quelconque [voir (9)] 


—T?(p'+ Be) 0 0 — TAB (e' + p') 
0 — p° 0 0 
T jp = 0 ( … p' ({) . (12) 


—iBL?(£ + p') 0 0 T?(e’ + B?p') 
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En tenant compte des formules du chapitre V pour les composan- 
tes de la densité d’impulsion et de la densité d'énergie 


Ba = Tour E= Ts, 
il vient [vu que F (V, 0, 0)] 
V , , r 
g= 1 (e + p'), (15) 
e— [?(e + B?p'). (14) 


A proprement parler, tout élément de volume du liquide à son 
référentiel en comouvement qui se déplace à la vitesse V dans un repère 
«immobile », depuis lequel on étudie le mouvement du liquide. Dans 
notre cas où tous les éléments du gaz se déplacent avec la même 
vitesse, les formules (13) et (14) s'appliquent à tous les éléments du 
liquide. Il s’ensuit alors que l'énergie totale et l’impulsion résul- 
tante du gaz en mouvement sont données par le produit de (13) et 
(14) par le volume de gaz $, ce dernier étant lié à #” par la rela- 
tion (III, 2): 


/ 


S — T° (15) 

Après la multiplication, il vient : 
G=g8=T<(£ +p#"), E'=e®, (16) 
E = ES =T(E" + B'p'F). (17) 


Il est évident des formules obtenues que l'énergie totale et l’im- 
pulsion résultante du liquide dans le cylindre ne forment pas un 
quadrivecteur. Cela est dû à ce que le gaz, enfermé dans le récipient, 
n’est pas par lui-même un système isolé: il est soumis à l’action 
des forces de la part des parois du cylindre. Au paragraphe 49, on 
spécifiera les conditions sous lesquelles les composantes T,, forment 
un quadrivecteur. Dans le cas présent, les composantes du tenseur 
ne Ss’annulent pas sur les surfaces limitant le système. 

Les formules (16) et (17) permettent de transformer l'expression 
du premier principe de la thermodynamique (2). Nous donnerons 
ici la méthode conduisant au résultat obtenu par Planck et Hase- 
norle. Cette méthode fut reproduite dans l’aperçu d’Einstein (1907). 
Soixante ans après, une discussion très animée fut soulevée autour 
des résultats de Planck, qui semblaient erronés à beaucoup de cher- 
cheurs. Or, cette discussion est très instructive. Voilà pourquoi, 
on se propose d’abord de présenter les conclusions de Planck et 
d’Einstein, ensuite celles d’autres savants et, finalement, d’indi- 
quer la cause des résultats différents. 


Thermodynamique classique et Relativité restreinte 199 


Dans le repère K, le premier principe s’écrira 
AQ = AE — AA (18) 
où 
AA = —p d$ + V dG. (19) 


Le premier terme de (19) représente le travail de dilatation du gaz 
lors de la variation du volume, le deuxième est le travail des forces 
extérieures appliquées au système. En effet, d’après le principe 
fondamental de Newton, on a 


où G est l’impulsion résultante du système et F la force résultante 
qui agit sur le système. Dans le référentiel X, le cylindre se déplace 
avec la vitesse V, le travail de la force F en unité de temps (dt — 1) 
est donc égal à 


FV = V dG. (20) 

C'est justement l’expression qui fait partie de (19). D’après l’ex- 

pression du tenseur T;4 (12), la pression p est l’invariant de la 

transformation de Lorentz, c.-à-d. p’—p. D'où 
| , dB" 


L'expression p' d$S” est égale au travail de dilatation du système 
dans Æ”. Donc, p' d#" = AA’. On tire de (17), (16) et (21) 


AE =T IAE" + B?A (p'#)l, (22) 
AG=T-{AE" + A (p'8')], (23) 


Multipliant (23) par V et portant les expressions obtenues dans (19), 
on à 
AA=TB{AE'" + A (p "+. (24) 
Comme 
AQ = AE — V dG + p dV, 


il vient immédiatement 
1 , nn AQ' 
AQ=+-(AE'— AA) € , (25) 


C'est bien la formule de Planck qui fut acharnement discutée. 
On a mis en évidence que le travail des forces extérieures n’était 
pas bien calculé. Le travail des forces mécaniques n’est pas toujours 
égal à Y dG dt. Pour le voir, il faut calculer le travail AA dans le 
cas concret. C’est bien ce qu'on va faire. 
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45. Calcul direct du travail pour un processus réversible quelconque*). 
Revenons à la figure 20. Dans le repère en comouvement X”, l’axe du cylindre qui 
contient le gaz coïncide avec l’axe des x’ ; la base a se confond avec le plan (y’, z'}, 
donc x; — 0. Avant le processus, le piston b se trouvait au point x? (0) = !”. 
Comme d’habitude, le repère X”’ se déplace avec la vitesse V par rapport à Æ 
le long de l’axe des x, x’. Les aires de la base a et du piston b sont égales: F, — 
— f; = F'et elles ne varient pas dans le repère K: F — F" (car les dimensions 
du corps transversales au mouvement ne changent pas). Le volume de gaz dans 
K' est égal à #° — F’l'. Les volumes de gaz dans X et K' sont reliés par la 

La 
formule (III, 2) s—T : 

Soit le gaz en équilibre thermodynamique en l'absence de tout échange de 
chaleur. IL est évident que dans le repère X” la pression dans le cylindre est 
partout la même, en particulier, sur le piston et sur la base: 


Pa =Py =P". (26) 


Les forces appliquées à la base a et au piston b suivent l’axe des x et sont 
égales à p'F" et —p'F" respectivement. Si, dans X”, la base et le piston sont 
immobiles, ces forces n'’effectuent pas de travail. 

Il sera utile d'analyser du point de vue énergétique ce qui se passe sur la 
base et le piston depuis le repère X. Comme les forces dirigées le long de l’axe 
des x demeurent invariables, a et b, dans le repère X, sont également soumis 
aux forces pF et —pF (rappelons que la pression est l’invariant du groupe de 
Lorentz). Mais, dans le repère X, la base et le piston se meuvent à la vitesse V 
à droite, d’où le travail effectué sur la base a est égal à pFV et sur le piston b 
à —pFV. Cela veut dire que le gaz reçoit à travers la base a en unité de temps 
l'énergie pF V et perd l'énergie pFV à travers le piston b. Au total, l’énergie du 
gaz ne varie pas; nous avons tenu compte de tout l’ensemble de travail appli- 
qué au gaz: la pression et la force agissant sur le gaz de la part des parois laté- 
rales du cylindre sont orthogonales à la direction du mouvement et ne produi- 
sent donc pas de travail. 

Il est fort intéressant de suivre l’apparition du flux d'énergie traversant 
le gaz. L’expression générale du tenseur (12) montre que le repère À ne possède 
qu’une seule composante du flux d'énergie S, = icTy1 = T?V (£° + p'). Trans- 
formons l’expression &’ + p’ en profitant de (13) et (14) de la manière suivante: 


£ € 
e"+p'=e +Bèp'+p—Br=+p(1—B?)— 5 


Il est évident alors que 


S — (e + p)F. (27) 
Le flux d'énergie qui traverse la section F équivaut à 
F(e+ p) V. (28) 


Selon l’expression (28), le flux d'énergie à travers la section immobile dans Æ 
est composé de l'énergie FeV, portée directement par le milieu, et du flux qui 
one aux dépens du travail de la pression sur la base et sur le piston du 
cylindre. 

Maintenant, nous passons à la considération de la variation réversible 
finie arbitraire de l’état du système quand le volume de gaz $” et sa pression p” 
varient de AS’ et Ap'. Cela est dû au mouvement du piston b, la base a restant 
immobile. Il ne s’agit pour le moment que du repère en comouvement K’. Donc, 


*) Dans ce paragraphe, on se base sur l’ouvrage de Môller cité dans la 
bibliographie. 
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za =0, tandis que x£ passe au cours du processus de x =!" à x, =!" + A! 
où A! — ——. Dans le repère X’, le processus commence à l'instant # = 0 
et finit à l’instant £’ — 1’. Le déplacement du piston est arbitraire mais, pour 
que le processus soit réversible, il faut que la translation du piston soit lente. 


La position du piston dans l'intervalle de #’ — 0 à &#’ — +’ est donnée par la 
fonction (4) qui peut ne pas être explicite: 


l' pour t’ <0, 
z, (t)=Q «= œ(é) pour O<i'<T', (29) 
L'HAI' pour £ > 7T’. 
Il est évident que la vitesse du piston est définie par la dérivée 


dx,  dœp(t') 
ee dE (50) 


Uy — 


qui, conformément à (29), n’est différente de zéro que dans l'intervalle 0 < 
< t’ LT. L’exigence de la réversibilité du processus limite la valeur de la 
vitesse qui doit être petite, ce qui sous-entend une grande valeur de 7’. 

On suppose que, dans ce processus, l’échange réversible de chaleur ne soit 
pas exclu. Une certaine quantité de chaleur AQ' peut être transmise au gaz de 
façon réversible à travers les parois du cylindre qui sont en contact avec le 
réservoir de chaleur se déplaçant avec le cylindre, donc immobile dans X’. 
La réversibilité du processus de l’échange de chaleur n’est possible qu’à une 
très faible (infiniment petite) différence de température entre le réservoir et 
le gaz à tout instant. Cette condition étant remplie, on peut admettre que le 
gaz passe par une suite des états d'équilibre, ce qui signifie que, dans X, la 
pression du gaz est la même dans tous les points du volume #” et, en particu- 
lier, dans tous les points de la base a et du piston b à tout instant #: 


ra()=pri()=f("), (31) 


la fonction f (t’) étant définie par la loi du mouvement du piston et par la vites- 
se de l’échange de chaleur avec le réservoir. Nous admettons qu’au cours du 


D 


processus la pression s'accroît de p’ à p'+ Ap' au bout du temps 7’, par con- 


séquent, 
7. p' pour #0, 
AU = { p'+Ap' pour ie x’. (32) 
On n’a pas besoin des valeurs de f (#’) dans l'intervalle 0 < #' < T’. 
A. Calculons le travail mécanique effectué sur le gaz dans le processus 
ln par rapport au repère K”. Ici, seul le piston b se déplace; il vient 
alors 


U 


É T 
AA'= —F À pitt')u;(t)dt = —7F | f (#”) SE dé”. (33) 
0 0 


Il nous suffit d’avoir cette expression générale. 

B. Ce même processus doit être étudié du point de vue du référentiel X 
pour trouver le travail mécanique AA accompli dans ce repère. 

Des formules de transformation (II, 17) de tout événement (x’, y’, z’, t’) 


. # ( B / / ! 
il découle t=7T <a )y=ys= 


Comme d'habitude, choisissons les instants initiaux (4 = t’ — 0) de façon 
à faire coïncider les origines © et O0’ de X et K’. Ons’intéresse aux événements 
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associés aux positions successives de la base a et du piston b, c.-à-d. aux événe- 
ments (za, ta), (xb, t2). Les notations #, et t} traduisent le fait que les positions 
de a et b ne sont pas simultanées en X”’ . Pour toute position de a (x; = 0): 


ta=Té,, = Dai: (34) 
Pour toute position de b: 

Là B ’ ’ B ? 
4 =T (4 Te }=T (4 + p() | , 


dt =T (+ Er) ar =T (14 }&. (85) 


D’après la formule de la transformation relativiste des vitesses (III, 6) on 
trouve la vitesse de la base a et du piston b dans le repère X: 


de (t;) 
V+ 

Ua —=V FR . (36) 
Te 18 d (3) 
1 dt; 


Nous écrivons les déplacements de la base et du piston u,dt, et uydty, 
dont nous nous servirons plus tard pour le calcul du travail: 


de (t 
Madta=TVdtes  wdiy=T (V -—) dis. (37) 


Comme la pression représente un scalaire, il vient qu'aux instants #, et #, 
reliés par (34), on a pour la base a 


Pa a) = ra 6, )=f (5); (38) 


la dernière égalité étant la conséquence de (32). De façon analogue, on écrit 
pour le piston b 


Po Go) = Pr ()=f (y). (39) 


IL est très essentiel que l’on considère les événements affectant deux points 
différents de l’espace; c’est pourquoi deux événements simultanés en Æ ne le 
sont plus en Æ'. Supposons que l’on mesure simultanément dans X'’ les pres- 
sions aux points a et b, c.-à-d. qu’on pose #, = ty — 0. Alors (34) et (35) mon- 
trent que À,  t,. De (38) et (39) vient que p, (£,) Æ pe (tp), ce qui signifie, du 
po de vue de X, que p, (t) pe (t). Il en découle que dans l’état de l’équi- 
ibre thermodynamique les pressions simultanées dans X ne sont pas les mêmes 
pour différentes sections du cylindre ! 

Il nous est plus commode pour le calcul du travail d'envisager les événe- 
ments simultanés sur la base et le piston dans le repère X (en principe, on pour- 
rait au même titre considérer les événements simultanés dans le repère X). 
L’instant #, = t, — 0 correspond, conformément à (34) et (35), aux instants: 


La ’ B A 
la —=0, lp — er l . (40) 
Cela veut dire que le piston était au repos tant à cet instant qu'auparavant 
et que 


Pat) =prÜ=p=p". (41) 
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Envisageons l'instant t’ de la fin du processus en X”, c.-à-d. l’événement 
{zx = l' + A,1, = v'). A cet événement correspond, dans le repère X, l’ins- 
tant 


1=T E ++ |. (42) 


Que se passe-t-il dans X”’ aux points a et b à cet instant (c.-à-d. à l'instant 
4, = ty = T)? Selon (34) 


Le B 


A ep avr (AP) (45) 


, 
a 


Pour t}, on a par définition #4, = 1’. 


Ligne d'univers 


Ligne d'univers 
du piston & 


de La base a 


Fig. 21. Illustration géométrique des différents instants entrant dans le calcul 
du travail exercé sur le gaz dans les repères X et K’. La composition exige des 
connaissances de la matière exposée au début du chapitre VIII. L’axe O'# re- 
présente la ligne d’univers de la base a. A droite, la ligne brisée grasse repré- 
sente la ligne d'univers du piston b. Pour simplifier, on pose que ce dernier est 
en mouvement uniforme pendant l’intervalle de temps 0 < #’ < 1’. En dehors 
de cet intervalle, la ligne d’univers du piston b est une droite parallèle à l’axe 
O't'. La coordonnée du piston varie de x = L’ (pour #4 = 0) à 4 = !’ + A7 
(pour #4 = 71’). A l'instant #, — 1’ correspondent, dans le repère X, les ins- 
tants #, = t, — 71. Notons que #4, = 7%, et T << T4. 


Les résultats obtenus sont récapitulés en un tableau ; l'interprétation géo- 
métrique est donnée sur la figure 21. 


Début du processus | Fin du processus 
Base a Piston b | Base a Piston b 
Repère K t—0 t—0 A à A 
à Li / LA V ? La (A 
Repère K i=0 = 1 T T 
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Maintenant il est possible de calculer le travail effectué sur la base et le 
piston. Pour la base a on a 


T Ta 
AA, = | Fpa (ta) Ua dta =TF'V | f(t') di’ (44) 
Û 0 


conformément à (38) et (37). Mais vu que T%, = t' + _ (1’ + Al') et la pres- 


sion f(#)—p' + Ap' ne varie pas pendant l'intervalle +’ < ! < Te, il 
vient : 


Tr’ Te 
Ada TP | F(ya+ rev |('+ap) ar = 
0 <’ 


T’ 


—TFY | f(#) dé + TE V (HAT) (p'+Ap')— 
0 
r' 
—TEFV À f(#) dt'+TB2(p'+Ap'}(B'+ASB') (45) 
Û 
Le travail pour le piston b (en tenant compte de ce que pendant l’inter- 


valle de temps— <t' < 0 la pression ne varie pas: f (t’)—p', et que le 


piston est immobile: uy — 0) se calcule de la façon suivante: 


T 1! ; 
3ZL/ ’ dq (4) L Le 
Ado — | Fripudn=-rr | re[r+ TE las 
0 —Vl'/c2 ? 
0 T° 
dœ (#, 
pp | p'V dt —TF' HO [y + EE a = 

—Vl'/c2 0 


& 
: DEV + TAA TV | ft)", 
0 


où l’on s’est adressé à (33). Ainsi, 
x’ 
Adp= —TB2p'8"— TF'V | ft") dt'+TAA". (46) 


n 


U 


On se rappelle que la pression agissant sur les parois latérales n'effectue pas de 
travail, et le travail total des forces extérieures appliquées au système, compte 
tenu de la notation 
A (p'8') = (p° + Ap') (8 + AB) — p'%", (47) 
est égal à 
AA = AA, + A4ÿ=T [B2A (p'8')+A4)]. (48) 


C’est bien la formule générale du travail d’un processus réversible arbi- 
traire. Il est intéressant que, d’après cette formule, le travail des forces exté- 
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rieures n’est pas nul même si le volume ne varie pas (AS' — 0). Dans ce cas, 
AA' = 0 et le travail produit dans le repère X est égal à: 


AA = TB?’ Ap’. 


Certes, il est dû uniquement à l’échauffement, quand la pression dépend 
du temps; en fait, l’origine de ce travail réside dans la relativité de la simul- 
tanéité (pressions différentes aux niveaux de la base a et du piston b). 

L'expression générale du travail d'un processus réversible permet d’obte- 
nir, du premier principe, la formule de transformation de AQ. D'après (2) 
et (22), on a: 

AQ = AE — AA = TIAE'" — B?A (p'8')] — T'[B?A (p'8') + AA'] = 

= J'(AE' — AA') = TAQ'. (49) 

Cette expression de la transformation de la chaleur reçue par le système, 


diffère de celle de Planck et d’Einstein de facteur _. Ainsi donc, il s’est avéré 
que le travail (48) calculé directement 
AAy=T [B2A (p'8')-A4'] 


n’est pas du tout égal au travail (24): 
AAp—TB2[AE'+A PB 1+ LE. 
Trouvons donc la différence entre ces deux expressions: 


Apr SE T'B2[AE'+A (p'3')] — 
—T B2A (p'B')—TAA'=AA (+ r) + TB2(AA'+AQ')=TB2AQ". (50) 


46. Calcul de l'impulsion acquise par le système aux dépens 
du travail des forces mécaniques. Où réside la cause de la divergence 
entre le travail calculé par Planck et celui calculé par Müller ? Pour 
répondre à cette question, calculons directement l'impulsion méca- 
nique totale gagnée par le système au cours du processus. Cette 
quantité s'obtient comme l'intégrale de temps sur la résultante 
des forces mécaniques appliquées au liquide de la part des parois 
du cylindre. 

Il est facile de s'assurer que l'accroissement de l'impulsion qui 
découle de l’action des forces sur les parois latérales du cylindre 
est nul. En efïet, à tout instant donné, lors d’un processus réver- 
sible le gaz est en état d'équilibre et la pression sur les parois laté- 
rales pour toute section transversale où x — const est la même 
(bien que, pour les différentes coordonnées x, elle ne soit pas la 
même). Par conséquent, 


AJ, = AJ, = 0. (51) 


La composante de l’accroissement de l’impulsion suivant l’axe 
des x est égale à la somme des accroissements dus à l’action des 
forces aux niveaux de a et b: 


AJ x = AJa + AJy (92) 
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La force exercée de la part de la base a est dirigée . long de 
l’ a des x et est égale à K, (t) = Fp, (t). C'est pourquoi [voir (37), 
(38)] 


LA 


AJo=F | Pa (te) dt = TE" j {ya = 2 (53) 
conformément à (44). 
La force appliquée par le piston b est égale à K3 (t) = —Fp;, (à) 


d’où 
T 6 ré 
M ES Lis 
b== F | ps (tv) dt = F | Po () 7 PT dt — 
0 —Vl'/c? 
T’ 


=-FT | FEN1+S SR ar = 


—Vl'/c? 
T°’ l T° 
/ [A , { V d ' LA 
Tr | jé) -rre | F6) Er = 
—Vl'/c2 —Vl'/c2 
0 i 
Tr | f(E) dt — An LAC Lg Ve Len de di! = 
— VI’/c2 
, p'VL DR a ne à 
DFE Tr | ea +T A4". (54) 
0 
Donc, 
AJs= T2 pS' Tr | rar +TH A4". (55) 


Compte tenu de l'expression dévelop pour A4, (45), nous 
obtenons 


AJ = AT + AT =T [A (p'8")+ A4’ 1, (56) 
et comme V (V,0,0),on a ee 
AjaTe Er [A (p'$")+ AA". (57) 


C'est l’accroissement total de l’impulsion mécanique qui vient 
du calcul direct des forces appliquées au système. Cette expression 
ne coïncide pas avec l'accroissement de l’impulsion résultante du 
système, donné par la formule : 


AG=T [A (p'B')+ AE". (58) 


On arrive à la conclusion que la variation de l'impulsion décrite 
par (58) inclut non seulement la variation due aux forces appliquées 
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au système. La différence des expressions (58) et (57), qu’on désigne 
par AG), donne 


AGO = AG—AJ=TAQ = 2€ y. (59) 


Cette partie de l'accroissement de l’impulsion est liée au transfert 
de chaleur et non pas à l'exécution du travail mécanique. La valeur 
de l’impulsion transmise au système lors de l’apport réversible de 
la chaleur a une signification physique simple. Tout se passe comme 
si l’on avait ajouté au système thermodynamique dans Æ” la masse 


au repos . Ce résultat est en accord parfait avec la relation 


générale d’Einstein entre la masse et l’énergie. 
Il découle des formules (57) et (59) que dans le repère XK’ 


AJ'=0, AGU—0, (60) 


La deuxième relation traduit le fait que l'accroissement de 
l'impulsion, lié au transfert de la chaleur lors du processus réver- 
sible dans le repère où le système considéré est au repos, est égal 
à zéro. D'après les formules (60) et (59) il vient également que l’en- 
semble de quantités | 


(AG, AQ) (61) 


se comporte par rapport à la transformation de Lorentz comme un 
quadrivecteur. 

Il devient maintenant tout à fait évident la raison de la diffé- 
rence entre l'expression de travail d’après Müller: 


AAm=TB?[A(p'$SN+AA'I=ATV 
et celle de Planck et d’autres chercheurs: 
AAp=FVB?[A(p'S')+AE’]-=AGY. 


L'’accroissement total de l’impulsion comporte également celui 
dû à l’échange de chaleur. Maïs ce dernier accroissement n’est pas 
lié au travail des forces mécaniques, qui est seul à prendre en consi- 
dération dans le premier principe de la thermodynamique. 

La discussion concernant les transformations de la température 
et de la quantité de chaleur aboutit à ce qui suit. Le principe de la 
relativité n’amène pas par lui-même d’une façon univoque à la notion 
de température attachée à un repère quelconque. La loi-de transfor- 
mation de la température dépend des relations thermodynamiques 
qui, étant valables dans leur propre référentiel, demeurent invaria- 
bles par la transformation de Lorentz. En outre, toutes les relations 
ci-dessus ne se rapportaient qu’au cas particulier d’un corps isotrope 
homogène. Le cas général s'avère plus compliqué. Donc, les 
formules de transformation de la température et de la quantité 
de chaleur ne sont pas de caractère général et changent selon les 
hypothèses émises. 


CHAPITRE VII 


LA LUMIÈRE ET LA THÉORIE 
DE LA RELATIVITÉ RESTREINTE 


Les phénomènes optiques jouent un rôle particulier en Relati- 
vité restreinte. On a déjà souligné que la vitesse de la lumière dans 
le vide représente la limite supérieure de la vitesse de transmission 
d’un signal et qu’elle est inaccessible aux corps qui possèdent une 
masse au repos non nulle. Les équations des ondes lumineuses doi- 
vent être inévitablement relativistes. Il n’y a donc rien d'étonnant 
que les équations de Maxwell qui décrivent entre autres les ondes 
électromagnétiques (i.e. les ondes lumineuses, en particulier) se 
sont avérées invariantes dans le sens relativiste, comme cela est 
mis en évidence dans le chapitre V. Comme le système de référence 
est toujours lié aux corps matériels, sa vitesse est toujours inférieure 
à celle de la lumière dans le vide, cette dernière ayant la même valeur 
universelle, quel que soit le référentiel d'inertie. 


47. Propriétés d’une onde lumineuse plane. Dans un milieu 
homogène (es — const, u — const), dont la conductibilité o est 
nulle, les vecteurs Æ et H (ainsi que D et B qui leur sont proportion- 
nels) satisfont, d’après Maxwell, aux ns des ondes suivantes: 


M OP" 
141 @H 
OH =AH—--5—0 (2) 


Il s'ensuit que dans un milieu homogène non Rte se 
dépend 


propagent les ondes dont la vitesse de phase v — 


Eu 
uniquement des propriétés du milieu. L’une des solutions possibles 
des équations (1) et (2) représente les ondes planes: 

E — Hein), H — HT ,eict- kr) (3) 


où o est la pulsation [on suppose que les vecteurs champs soient les 
fonctions harmoniques du temps et le vecteur d’onde X% soit normal 
à la surface de phases égales (front d’onde)]. Les USE (1) et (2) 


fournissent la valeur absolue du vecteur d'onde: k =— . L'équation 
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de la surface de phase égale Ær —const décrit un plan dont le vec- 
teur normal suit 4; le vecteur r est le rayon vecteur tridimensionnel 
usuel. 

Les expressions (3) doivent satisfaire non seulement aux équa- 
tions des ondes (1) et (2) mais aussi aux équations de Maxwell 
(V, 88) et (V, 89); en introduisant (3) dans les équations de Maxwell, 
on obtient les résultats suivants. L’onde plane se propageant dans 
un milieu homogène possède les vecteurs Æ, H et % qui constituent 
un trièdre droit trirectangle. Cela veut dire qu’ils sont mutuelle- 
ment perpendiculaires et le produit vectoriel de n'importe quel 
couple, effectué dans le sens indiqué, définit le troisième vecteur. 

Les amplitudes sont reliées par la formule V 4H —V&E, c.-à-d. 
que pour le vide où 8 —umT, on à E — cB. 

Le vecteur de Poynting S est dirigé suivant le vecteur Æ; sa 
valeur absolue est égale au produit de la densité d'énergie de l’onde 
plane par la vitesse de propagation v, i.e. S — wv où w est la densité 
d'énergie de l’onde électromagnétique. La signification physique 
en est la suivante: le vecteur de Poynting définit le flux d’énergie 
traversant par unité de temps une unité de surface disposée perpen- 
diculairement à l’onde incidente. Or, à travers cette unité de surface, 
il passe, en unité de temps, toute l’énergie enfermée dans le cylindre 
dont la directrice est le contour de cette surface et les génératrices 
sont les droites parallèles à la direction de la propagation de l'onde. 
La hauteur de ce cylindre est v. La valeur de cette dernière détermine 
dans ce cas le volume du cylindre ainsi construit et le produit vw l’é- 
nergie d’un champ électromagnétique qui y est enfermée. Tous ces 
raisonnements aboutissent à S$ — vw. Notons encore que pour l’onde 
plane : 

D — nn — £};? 
et que dans le vide w,s — £0E?. 
L'impulsion pour unité de volume (densité d’impulsion) g d’un 


champ électromagnétique est égale à —. Pour l’onde plane, compte 


: LE 
tenu de ce que dans le vide S — cw, nous avons g — TT . Signalons 


la relation entre les densités d'énergie et d’impulsion d’une onde 
électromagnétique : 


g=—. (4) 


Quelles conséquences de la Relativité restreinte sont intéressantes 
s’il s’agit de l’onde plane? Avant tout, les deux invariants Z, et Z: 
(V, 59) s’annulent pour le cas de l’onde plane. Il en découle que, 
dans tout repère, les vecteurs Æ et Æ de l’onde plane sont orthogonaux 
et le rapport entre leurs amplitudes se conserve. Dans le référentiel 


14—039 
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K”, l'onde plane est de la forme: 
E'= Ejeiw't-he), (5) 


L'état de l’onde plane dans le point d’univers R(r, ict), défini 
par la phase de l’onde, ne doit pas dépendre du choix des référentiels, 
ce qui implique que la phase wt— kr est l’invariant de la transfor- 
mation de Lorentz. Par conséquent, 


OÙ kr — kyy —k,z = © —ksx"— kyy —k:2". (6} 


En portant les formules de transformation de x’, y’, z’, #” (II, 8) 
dans le second membre de (6), nous obtenons 


Oo kr —Ry—kz= OT (ir) — HT (r—V)—Riy — Hz. 


Cette équation doit ARE une identité par rapport à £, x, y, 2. 
Vu que k = +— et k, = S% ky = Sp k,=—s, (s étant le 


L 
vecteur unitaire colinéaire à kÆ), on a (#' — — s') : 
o—=QT(1+Bs;), os, —<0T(B+s;), os, —=0's,, @s:—w's (7} 


Les formules obtenues permettent aisément d'arriver aux formules 
décrivant l'effet Doppler (la variation de la longueur de l’onde 
émise par une source en mouvement par rapport à l’observateur) 
et l’aberration (la déviation du rayon lumineux lors d'un change- 
ment de référentiel). Cependant, il nous est plus commode de les 
obtenir d’une autre façon (voir $ 48). 

Analysons maintenant l'expression de la phase ot — kr du 
point de vue de l’espace quadridimensionnel. Cette phase, comme 
nous venons de le dire, doit être invariante. Par sa forme l’expres- 
sion représente le produit scalaire de deux quadrivecteurs si, em 


plus du quadrivecteur rayon R (r, ict), on introduit le quadrivecteur 
> >> 
d'onde k{X, i— . D'où ot — fer — — kR et l’invariance de la 


phase est évidente, car le produit scalaire de deux quadrivecteurs 
est l’invariant de la transformation de Lorentz (voir Appendi- 
ce, 2). 

Quand on passe du référentiel X” au référentiel X, l’onde lumi- 
neuse plane change sa direction de propagation et sa fréquence. 
On verra que son amplitude change, elle aussi. Les formules de 
transformation des grandeurs caractérisant l'onde lumineuse 
S "obtiennent dans les référentiels À et K” si l’on tient compte de ce 
qu’en cas . l'onde lumineuse plane le vecteur d’onde usuel 


forme avec i — le quadrivecteur k. 
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48. Quadrivecteur d’onde, effet Doppler et aberration de la 
lumière. Soit dans le repère Æ” l’onde lumineuse plane caractéri- 


> 
sée par le quadrivecteur 4’; choisissons le repère X” tel que le rayon 
lumineux s’y propage dans le plan (x, y’) en faisant l’angle Ÿ” avec 


l'axe des x’. Ecrivons les composantes du quadrivecteur k: 


’ O” , : @" 
k,=k" cos Ÿ"——- cos Ÿ”, k,=k" sin "= —- sin Ÿ”, 


ER A Et à (8) 


C 
Cherchons les composantes du quadrivecteur k dans le repère KX. 
Selon les formules générales (II, 27) 
ki=T(k; —iBk;), ko—=k, ks=ks, ki =T(k,+iBk;). (9) 
Avant tout on constate que le rayon ne sort non plus du plan (x, y} 
dans À, puisque #3 = 0. De la formule (9) définissant k, nous tirons: 
i=T(iS+iBT cost) , 
ou 


__  1+Bcosû" _ , , 
DO = O Ne A EL (10) 
Par suite, si dans le référentiel X” la pulsation de la lumière était 
égale à w’, dans XÆ elle sera déduite de la formule (10) [comp. avec 
les formules (7)]. La première formule (9) donne: 


/ 


ro) ro) EE dd 
— cos Ÿ—T (cos 0” — ;Bi =) 
C C C 
ou, en prenant en considération (10), 


: ox ; cos Ÿ’ + B 
cosf® = r (cos à FRS 3 (11) 


De façon analogue et en tenant compte de l’expression (10), on 
tire de la seconde formule (9): 


LEE sin © 
sin Ê——- sin Ÿ — TB cos Ÿ” sin Ÿ — TUTHB cos 0) . (12) 


Moyennant les formules (11) et (12), il est facile d'exprimer sin Ÿ” 
en fonction de l’angle Ÿ : 
sin Ÿ ; 
sin Ÿ — TAB cos 0) . (12 ) 
Signalons que (12') est obtenue de (12) par le remplacement des 
orandeurs primées par celles non primées et vice versa et par l’inver- 
sion du signe de V. Les formules déduites donnent une interpréta- 


14% 
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tion quantitative de deux phénomènes optiques qui sont l'effet 
Doppler et l’aberration de la lumière. 

L'effet Doppler (il se rapporte non seulement aux ondes lumi- 
neuses mais aussi aux ondes acoustiques) consiste en ce que lors 
du mouvement relatif de l'observateur (récepteur) et de la source 
la pulsation (de la lumière ou du son) mesurée par l’observateur 
diffère de celle relevée dans le repère où la source est immobile. 

Soit la source immobile dans le référentiel inertial Æ”’. C’est 
le cas de la pulsation propre de la source lumineuse © (oo —= ©’). 
En déterminant © dans le repère K, on s'intéresse à l'angle que 
fait la direction de la vitesse de la source avec le rayon observé dans 
K et non dans Æ”. La formule (11) donne immédiatement 


cos Ÿ — B 


Sp op 


et pour l'expression figurant dans (10) on obtient donc 


? 1 — B2 
1 + B cos Ô M Boo” (13) 
En portant (13) dans (10), on aboutit à l'expression traduisant 
l'effet Doppler: 

UE, (14) 


En résumé, l'observateur en ÆÀ n’enregistrera pas la pulsation pro- 
pre ©, de la source. La pulsation observée «& dépend non seulement 


de la vitesse de la source (B =—) mais aussi de l’angle Ÿ, sous 


lequel la lumière atteint le récepteur. 

Si le rayonnement est recu dans la direction de la vitesse rela- 
tive, on a affaire à l'effet Doppler longitudinal. Si K” est à droite 
de K, la source s'éloigne de l'observateur et la lumière chemine 
dans le sens opposé à celui de l’axe des x. Donc, cos Ÿ — cos x — 


— — 1. Alors (14) fournit: 


1—B 
1+8B * 

L'observateur captant la lumière de la source qui s'éloigne 
décèle la diminution de la pulsation. 

Au contraire, si À” se trouve à gauche de Æ, i.e. cos Ÿ = 1, et 
la source s'approche de l'observateur, on a 


, / 1+B 
o— 0 Er. 
La pulsation de la lumière interceptée augmente par rapport 
à sa propre pulsation. On peut récrire les deux dernières formules 


O — O9 
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aux termes B? près: 
© = &9 (I — B), 


© — @o (1 + B). 


Les deux formules peuvent être réunies sous la forme: 


0 — + B. 
O0 O0 
Ainsi donc, l’effet Doppler longitudinal est l’effet du premier 
ordre en B. D’après la théorie non relativiste, on ne doit pas déceler 
l'effet Doppler dans la direction perpendiculaire à la vitesse de la 
source lumineuse. Or, les formules relativistes que nous venons 


d'obtenir prévoient dans ce cas la modification de la pulsation 


IT 


(effet transverse, Ÿ = + +) : 


© = &0 V 1 — B?, 


et la pulsation est fonction de B?. En cas des vitesses non relativis- 
tes (il est à souligner que ce passage ne conduit pas aux formules 
non relativistes, car elles tenaient compte du milieu de la propaga- 
tion de la lumière), le développement du binôme fournit : 


O — Do (1—;B?) x 


Ainsi donc, l’effet Doppler transverse est l’effet du deuxième ordre en B 
et s’observe avec beaucoup plus de difficultés que l'effet longitu- 
dinal. On ne s’étonne pas que celui-là ne fut découvert qu’en 1938 
(Ives) et totalement confirma la formule relativiste. 

Les formules (11) et (12) coïncident avec les formules (III, 19) 
déduites directement des formules de transformation des vitesses; 
elles décrivent donc complètement le phénomène d’aberration 
(voir 19). 

En conclusion, déduisons la formule, qui nous sera bien utile 
ultérieurement, de transformation de l'angle solide élémentaire 
en coordonnées sphériques. Choiïsissons l’axe polaire dans le sens 
du mouvement relatif de deux systèmes (axe des x, x’). Dans le 
repère £”, l'élément de l’angle solide dQ’ s’écrira sous la forme 
dQ" — sin 0'd0"dp" — — d (cos Ÿ’) dp’. Comme les coordonnées y 
et z demeurent les mêmes, il en est de même de la coordonnée 
(projection sur le plan perpendiculaire à la direction du mouvement) : 
@ —œp et dp — dp. La formule qui précède (13) donne 


; 4 — B2 : 
d (cos Ÿ = AH cos 0p sin Ù dÙ, 
d’où la formule recherchée de la transformation 
; 4 . dQ 
qua — l2(1—R cos d)2 sin Ÿ dû dp— l2(1—8B cos Ü)2 ? (15) 
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car l'élément de l'angle solide dQ dans Æ est égal à 
dQ@ — sin Ÿ dû dy. 


49. Transformation de l’onde plane. Commençons par le 
calcul des composantes du tenseur énergie-impulsion-élasticité 
pour une onde plane. L’axe des x’ suit la direction de la propagation 
de l'onde, l’axe des y’ le vecteur E”, l'axe des z’ le vecteur B'. Pour 
un tel choix des axes, on a 


Ej=Di=b;=H;=E=D,=H,;=8B,;=0. (16) 
Selon (V, 149), le tenseur Ti; a la forme simple: 
—w O0 0 —;iw 
; 0 0 0 0 
al 0 oo o |: C0 


—iw 0 O0 w’ 


On a besoin des composantes du tenseur T;, dans le cas où l’onde 
plane se propage dans le plan (x, y’) sous l’angle Ÿ” par rapport 
à l’axe des x’. Cette transformation s'effectue à l’aide d’une simple 
rotation du système de coordonnées ; la matrice de cette transforma- 
tion des coordonnées prend la forme simple: 


cos 8’ —sin0 0 0 

” sin” _cos®” 0 O0 
= 0 0 10 Se 

(0 (0 0 1 


En transformant les composantes du tenseur (17) suivant les formu- 
les générales de transformation des tenseurs à l’aide de la matrice 


(18), on arrive au tenseur Tz: 


— w" cos? 0” — w" sin 0” cos Ÿ’ Ô —;iw’ cos 8” 

2 — w” sin Ÿ’ cos Ÿ” — w" sin? 0"  O —;jw’ sin Ÿ’ 

Tir = 0 0 0 0 one) 
— iw" COS Ÿ” —iw sin Ÿ” 0 w” 


D'où, en particulier, 
wW'=w, Sx=cw cos Ÿ’, T,,— —--w' cos 0” (20) 


Démontrons le théorème : une onde plane délimitée dans l’espace 
(appelée parfois « train d’ondes ») possède l'impulsion et l'énergie 
formant un quadrivecteur, analogue à celui d’énergie-impulsion 
d'une particule matérielle (ce théorème est le cas particulier du 
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théorème plus général *)). Pour la démonstration il faut savoir 
la formule définissant la variation du volume occupé par le train 
d'ondes lors du passage d’un référentiel d'inertie à un autre. La: 
difficulté en est que le train d'ondes prend la vitesse de la 
lumière c, ce qui signifie que son volume n’est plus calculable dans 
son propre repère (il est impossible d'introduire un référentiel pos- 
sédant la vitesse de la lumière). On parvient tout de même à dépas- 
ser l’obstacle en évitant d'introduire le volume propre et à effectuer 
le passage à la limite lorsque la vitesse tend vers celle de la lumière. 

Admettons que dans le système Æ” un certain volume se meuve 
tout entier avec la vitesse v’; dans son propre référentiel, il est 
égal à Ÿ,. Alors, selon (III, 2) 


v'2 


B'=%)/ 1-7. (21) 


Le même volume considéré dans ÆÀ acquiert une vitesse v qui se 
détermine dans ce repère par la formule (III, 17). Par conséquent, 
la valeur du volume dans Æ (désignons-la par $) vaut 


FE 

T1 _— 

2 | V 2 2  B? 

hp eee er 7) pr. 
i+— B cos Ü” 1+—- 8 cos Ü” 

la seconde égalité découle de la formule (III, 17). Ici, v’ est la vitesse 

du mouvement du volume dans Æ”’. Maintenant passons à la limite 

v' —»c. La formule recherchée sera 


à _q_Vi—B? 
= % 1+Bcos 6 (22) 


Ainsi donc, si dans ÆÀ” un volume est égal à #’, dans le système 
K se déplaçant avec la vitesse V par rapport à X”, il est défini selon 
(22). Il va de soi que pour les différentielles des volumes on a la 
relation analogue 


vor VAR …. 1 , 
a = di 1+Bcos®” l(1+B cos Ÿ) a”. (25) 


Reprenons la démonstration du théorème. En appliquant les formu- 
les générales de transformation d'un tenseur (Appendice, 31) au 


*) Le théorème général est exposé dans les ouvrages: Becker R., Theorie 
der Electrizitat, Band II, Elektronentheorie, 6, vollständig neubearbeitete Au- 
flage des Werkes von M. Abraham. Leipzig und Berlin Verlag und Druck von 
B. G. Teubner, 1933. Formulons ce théorème général: dans la région de l’es- 


pace où le tenseur 7,4 satisfait à la condition = Tir =0 et T;r — 0 aux iron- 
CR F e. TR 

tières de cette région, les composantes T,;, sont les composantes d’un quadri- 

vecteur. 
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tenseur (17), nous déduisons les composantes de la quatrième ligne 
de la matrice T;, sous la forme suivante: | 


Ta= —ilw (+B*, Ti =0, 94 
Tis=0, Tu =Tw(1+B}, EE? 
et pour le tenseur (19) les composantes suivantes: 
Ta —il?w" (B + cos 8”) (1 +B cos Ÿ”), 
Ty = — il w" sin 0” (1 +B cos d”), 
(25} 


Ty =0, 
Tu = uw’ (1 +B cos’). 


Il est évident que pour 8’ — 0 on passe des formules (25) à (24). 
Démontrons maintenant que les composantes (25), et par conséquent 
(24) dans le cas particulier, multipliées par le volume ou l'élément 
de volume, se transforment dans un référentiel choisi comme les 
vecteurs. En voici l’exemple: 


Ta dB =T(—iw' cos 9" — iBw')dB'=T(T/1dD' —iBTi: dS"'), 
Ty dB —=T,) d$", T2 48 — T3 dW'—0, (26} 
TudS=T(w'+Bw'cos8)dS'=T(Ti1dB'+iBTiidB') | 


En comparant les formules obtenues (26) avec celles de transfor- 
mation des vecteurs, nous sommes amenés à la conclusion que les 
quantités Tir, Tao, Ts Tr ie. les composantes de la quatrième 
ligne du tenseur (17) ou (19), multipliées par l'élément de volume 
correspondant, forment un quadrivecteur. 

Il va de soi que ce résultat demeure le même après l’intégration 
par rapport au volume ou la multiplication par le volume total 
à condition que les composantes du tenseur T;, soient indépendantes 
des coordonnées, comme c’est le cas des ondes planes. 

Déterminons l'énergie totale du train d'ondes dans le repère 
K' [voir (19)]: 


= | GP aB"— | w' d$. (27) 

Les composantes de l'impulsion résultante du train d'ondes sont 
fixées par les formules: 

= + (Tia dB" = | (— iw' cos 0’) dB" = cos #”, 

(a U A 

G; =+ (fa - sind’, G—0. 


On peut effectuer le calcul analogue pour le repère K, les formules 
(25) conduisant directement à la formule de transformation de l’é- 
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nergie totale: 
2 r\2 DUR 
U= [TudS=T (1+B cos Ÿ”) rares — 


—T({+Bcos8}U". (29) 


Calculons également les composantes de l'impulsion résultante: 
Gx=+ (Tu dB = À (— ir) (B + cos 9) | w' dB" — 
= T(B+cos 8’) U'=Tcos8, (30) 


où l’on a utilisé (11) dans la dernière expression ; de (12) il vient de 
façon analogue 


Gy=i [Tu 48 = U'sin 9" = LT (1+B cos 8’) U' sin 9 = sind. 


Aïnsi, dans tout référentiel d'inertie on peut introduire le quadri- 
vecteur | 


P' (= cos #”, sin Û”, 0, i—) (31) 


— 
P'? étant égal à zéro dans tous les systèmes de référence. 


— 
De la condition P'? — 0 découle que l’onde lumineuse dans 
le vide n’est au repos en aucun référentiel d'inertie. La comparai- 


son des composantes de P (31) avec celles de k’ (8) conduit à l’iden- 
tité des formules de transformation de ÜU’ et œ’. Cela veut dire 


que le rapport _. est invariant. Il s'ensuit que l'énergie d’un 


même train d'ondes, mesurée par les observateurs différents, est 
différente. Le rapport des énergies est égal à celui des pulsations des 
trains d'ondes correspondants, mesurées par les mêmes observateurs. 

Les formules obtenues permettent d'établir la loi de transforma- 
tion des amplitudes des ondes planes. En effet, de (25) on a pour 
la transformation de la densité d'énergie 


w = w'T? (1 + B cos ÿ”}?. 


En comparant cette expression avec la formule de transformation 
de la pulsation (10) 


© — ©'T (1 + B cos 8’) 


nous nous apercevons que la densité d’énergie se transforme comme 
le carré de la pulsation. Etant donné que la densité d'énergie est 
une fonction quadratique des amplitudes du champ de l’onde plane, 
il en découle que ces dernières se transforment d’après la même 
loi que la pulsation. 
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En guise d'illustration de l'application de la conception de l’onde électro- 
magnétique considérée comme un système et dont l’impulsion et l'énergie for- 
ment un quadrivecteur, envisageons la transfor- 
mation de la distribution angulaire du rayon- 
nement du dipôle oscillant lors du passage du 
repère X’ du centre d’inertie à n'importe quel 
autre repère. Il est connu que dans le repère du 
centre d'inertie du dipôle, où l’axe polaire suit 
celui du dipôle, l’intensité de rayonnement dl’ 
dans la direction (8”, o') est égale à d1” (8, p')— 
— const-sin? 0’ dQ’. Mais l'intensité de rayon- 
nement di — _ autrement dit, l’énergie émise 
dans la direction donnée en une unité de 
temps est une quantité relative. Sa loi de trans- 
formation est facile à déduire; pour l’émis- 
sion on àa de —=cdP, où dP est une portion 
d’impulsion emportée par le rayonnement dans 
la direction donnée, et de’ —cdP'. Selon la 
Fig. 22. Variation de la dis- transformation de Lorentz: 


tribution angulaire de l’in- _ _ 
tensité de rayonnement d’un ES 


dipôle oscillant lors du passa- = l de (1—B cos Ÿ), 
ge d’un repère Æ’ où il est 1 
immobile (B — 0) au repère dt’ —— dt (dt' est le temps propre). 
Æ où il est en mouvement r 
(B ” TL Obgoétlenars ‘ER divisant terme à terme l'égalité supérieure 
2 par celle inférieure, nous avons: 
mum d'intensité dévier du de de’ 1 
côté du mouvement du dipô- == ———— ————— 
le. L’axe de ce dernier est di- dé di T2(1—B cos Ÿ) 
rigé dans le sens de son mou- dIr' 
vement. TU —B cos Ÿ) 


Nous déduisons immédiatement le résultat recherché: 


29 ! 9 à? 
sin? 0” d9 const Be dQ, 


PCT D 0080) — TT Bcos0 


où nous avons utilisé les formules (15) et (12’). Il vient de l’expression obtenue 
que la distribution angulaire de l'intensité du dipôle mobile dans X diffère de 
celle de X’ surtout quand V & c. L'’intensité maximale tombe alors sur une 
certaine direction faisant un angle aigu avec l’axe du dipôle (fig. 22). 


50. Pression de l’onde électromagnétique sur la surface d’un 
corps. La pression, c.-à-d. la force répartie sur une unité de surface, 
est définie par le flux d’impulsion à travers la surface unitaire. 
Ce flux s'exprime à son tour au moyen des composantes spatiales 
du tenseur énergie-impulsion-élasticité T,$8 qui, écrit pour l'onde 
plane, a la forme (17) ou (19) en fonction de la direction de sa propa- 
sation. Si l’onde se propage suivant l'axe des x’, alors, d’après 
(17), le tenseur élastique n’a qu’une seule composante non nulle 
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Tix —= —w'. Afin de trouver le flux d’impulsion à travers l’élé- 
ment de surface donné, il faut définir la normale à cette surface 
nm (n.). Conformément à (V, 155), le flux d’impulsion traversant 
l'élément dS défini par n est égal à (fig. 23): 


TépnamsdS" = Tin!mi;dS", 


car, de toute la somme double, on n’a qu’un seul terme non nui. 
La valeur de la pression exercée sur la surface perpendiculaire 
« , ! Le « / , P P 
à l’axe des x’ est égale àp° = T,, — 
= Tix —|w" |. Si la vitesse de l’im- 
pulsion lumineuse est égale à c, l’éner- 
gie interceptée par une unité de surface 
en une unité de temps vaut w'c = 6’. 
Mais w' = p', d'où: 
/ 


p=—. (52) 


Par conséquent, la pression lu- pig. 23. Calcul de la pression 
mineuse est égale au quotient de exercée par une onde électro- 
l'énergie de l’onde électromagnétique, magnétique sur la surface d’un 
traversant en une unité de temps une (COTPS: 
unité de surface, par c. On verra par 
la suite que la relation (32) est aussi valable pour la lumière con- 
sidérée comme un flux de particules relativistes ou photons. 

Déterminons maintenant la force qu'applique à la paroi une 
onde lumineuse tombant sur cette dernière sous un angle quelconque 


pour se réfléchir ensuite. Soient Ÿ l’angle d'incidence, n la nor- 


male à la paroi, s et s’ les vecteurs unitaires dirigés suivant le mou- 
vement des ondes incidente et réfléchie respectivement. Le flux 
d’impulsion à travers l’unité de la surface n’est autre que la pression 
p qui a pour composantes : 

PB= Tobfa + Tapfia =(Tas + Ta) na 
où T,p et T'as sont les composantes des tenseurs élastiques des ondes 
incidente et réfléchie. 

Les composantes 7T,$ pour l'onde faisant l’angle Ÿ avec l’axe 
des x sont données par (19). Le vecteur d'onde tridimensionnel du 
rayon réfléchi s'obtient de celui du rayon incident en remplaçant 
Ÿ par —Ÿ. Introduisons encore le facteur de réflexion R de sorte 
que w* — Rw. (Compte tenu de ce que Tu —T,, cos ÿ — 
— — w cos Ÿ et Ty = T,, sin Ÿ cos Ÿ — — w sin Ÿ cos 6, il vient 
pour la force normale (pression lumineuse) : 


Px = (w + Rw) cos? Ÿ — w (1 + R) cos? à 
et pour la force tangentielle: 
Py = Ww (I — À) sin Ÿ cos Ÿ. 
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Analysons les valeurs de la pression normale p, dans deux cas 
les plus intéressants. Pour l'incidence normale (8 — 0) et la ré- 
flexion totale, la pression est égale à 2w; pour l’absorption totale on 
a p —w. S'il s’agit du rayonnement isotrope, il faut prendre la 
valeur moyenne de p. dans toutes les directions, i.e. prendre la moyen- 
ne de cos? Ô. Mais la moyenne du carré du cosinus directeur du vec- 
teur unitaire isotrope est égale à 1/3. Aïnsi, dans le cas où l’absorp- 
tion d’un rayonnement isotrope est totale, la pression a pour expres- 
sion p =. 

Les opérations élémentaires conduisent également à toutes ces. 
formules. En partant de la densité d’impulsion d’un champ électro- 


magnétique g — _ et de l’expression du vecteur de Poynting-Oumov 


pour l’onde plane S — wc (w est la densité d'énergie), on obtient 

— —. L’onde plane d'incidence Ÿ apporte à la paroi en une unité 
de temps toute l'énergie et toute l'impulsion contenues dans un 
cylindre oblique dont la base est égale à la surface unitaire de la 
paroi et la génératrice à la vitesse de la lumière. Le volume de ce 
cylindre vaut c cos 8. Il s’ensuit que l’énergie reçue en une seconde 
par Î{ cm? de la paroi est égale à 6 — wc cos 8 et l'impulsion G,, 
transmise en une seconde normalement à la paroi, à G, — g cos Ü x 
X ccos Ÿ = w cos Ê. Or, l’impulsion appliquée à l’unité de surface 
par unité de temps est précisément la pression p. En tenant compte 
de la réflexion et de l’absorption de la lumière, on a comme aupa- 
ravant 


p =w (1 + R) cos Ÿ. 


51. Variation de la pulsation de la lumière lors de la réflexion 
sur un miroir mobile. Admettons que dans le repère X le rayon 
lumineux se propage sous l’angle 8, par rapport à l’axe des x dans 
le plan (x, y). Le miroir disposé parallèlement à l’axe des y se déplace 
avec la vitesse V par rapport à X. Après avoir atteint le miroir, 
le rayon est réfléchi. Trouvons la pulsation et la direction du rayon 
réfléchi percepté par l’observateur dans X. 

Il est commode d'introduire le référentiel Æ”’ lié au miroir. 
Alors, le problème se résout de la façon suivante. On donne dans 
le référentiel X le quadrivecteur du rayon lumineux, i.e. la pulsa- 
tion de la lumière et sa direction de propagation. Ces dernières 
sont aisément définies pour À” selon les formules de la transformation 
de Lorentz. Or, le système X”, où le miroir est immobile, est régi 
par la loi de réflexion classique : l'angle d'incidence est égal à celui 
de réflexion. Ceci signifie que le quadrivecteur de la lumière réflé- 
chie ne diffère de celui de la lumière incidente que par le signe de 
la première composante du quadrivecteur, i.e. de la composante 
suivant l’axe des x. Pour trouver le quadrivecteur du rayon ré- 
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fléchi dans X, on a recours de nouveau à la transformation de Lo- 
rentz. 

Ainsi, admettons que le rayon de pulsation &, se propage dans 
K sous un angle Ÿ, par rapport à l’axe des x [il chemine dans le plan 


(x, y)]. Le quadrivecteur ko du même rayon dans le repère À aura 
pour composantes : 
kT= 19 cos 5 = _ COS Vo, As —=0, 
. DD _e Oo (33) 
k°— k9 sin 0 = —-sin Vos Æt—=i = ko. 
Recherchons le quadrivecteur du même rayon dans le référen- 
tiel À” en le désignant par k’; selon la transformation de Lorentz 
ki=T(R+iBke), k=k, k=k, ki=T(ki—iBk). (34) 
Après la réflexion sur le miroir qui est au repos dans Æ”, la compo- 


— 
sante k, change de signe; le quadrivecteur du rayon réfléchi k” 
s’écrira alors sous la forme 


ki= —T(A+HiBk), k—ki, kiki, ki=T(k—iBk). (35) 
Dans X, le rayon réfléchi est défini par le quadrivecteur k qui s’ob- 
tient par la transformation inverse de Lorentz (de ÆX” à Æ) du 
quadrivecteur #”: 


h=T (Hi —iBk) = —T?{(1 + B?) 4° BA}, (36) 
b—k, ks=k!, (37) 
bu = TV (ki +HiBk) = V24{(1 + B?) 49 — BA. (38) 


Il vient de (37) que k3 — k$ — 0; cela signifie qu’une fois réflé- 
chie la lumière reste toujours dans le plan (x, y). Portons dans les 
premiers membres des formules (36), (37), (38) les valeurs des com- 


—> 
posantes k (l’angle Ÿ est toujours considéré comme l'angle d’incli- 
naison du rayon vers l’axe des x): 


ki = cos #, k = sin #, k3—0, h=iT, (39) 


et dans Îles deuxièmes membres les expressions (33). De (38) il 
découle que 


© __(1+B2)—2B cos do 
ON pe Li 
De (36): 
© (1+B?) COS Do—2B (14 B2) cos Üy —2B 


COS Ÿ — — no ro) CU 20 
(07) 1 — B2 (1+ B2) —2B COS Vo ? 


(41) 
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où on a utilisé la relation (40). De façon analogue on obtient de (37): 


| __ @9 ___ Sin Vo (1 — B2) 
sin Ÿ = sin Vo HT 2000" (42) 


Ecrivons les formules pour le cas de l’incidence normale de la lu- 
mière sur le miroir. Supposons que dans le repère À l'angle d’inci- 
dence soit égal à 0 — 0. Alors, on obtient: 
© = © et , CoOsÙÜ—=—1, sin Ü—0. (43} 

Ces dernières relations font voir qu'après la réflexion la lumière 
se propage toujours suivant la normale au miroir, mais en sens 
inverse à celui initial. Le repère K”, où le miroir est au repos, se 
mouvait dans le même sens que la lumière. La pulsation de la lu- 
mière diminuait en cas de réflexion. 

Si le miroir se meut à la rencontre du rayon, la quantité B change 
de signe et nous avons: 


© = , cos Ÿ — —1, sin Ü —0. (44) 


La pulsation de la lumière s’accroît en cas de réflexion. 
En conclusion écrivons les formules (40), (41) et (42) à l’approxi- 
mation non relativiste, c.-à-d. dans le cas où la vitesse du miroir 


n’est pas grande: B=< {; en négligeant tous les termes en 


B?, on obtient respectivement 


© = © (1 — 2B cos do), (45) 
cos Ÿ — — cos V0 + 2B sin? 0, (46) 
sin Ÿ — sin 0, + 2B sin Ÿ, cos ds. (47) 


Si le rayon tombe normalement au miroir (Ü, — 0), il est réflé- 
chi dans le sens contraire à celui initial et la pulsation varie selon 


la loi 
o = 09 (1—2—), (48) 


à condition que le miroir se déplace dans le même sens que le rayon. 
Si le miroir se meut à la rencontre de la lumière, on obtient: 


@ = @ (1+2—) . (49) 


52. Quanta de lumière (photons) comme particules relativistes. 

Il a été montré que l'énergie et l'impulsion d’une particule rela- 

tiviste de masse au repos m, étaient fixées par les formules (IV, 27) 
et (IV, 23): 

E = Moc?}, P = MoYyv. (50) 
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Si une particule possède une masse au repos, on peut trouver 
un système de référence où elle sera immobile. Dans ce système la 
masse de la particule sera égale à m, et son énergie à 60 — Mo. 
La mécanique relativiste relie l’énergie et l’impulsion d’une par- 
ticule par la formule (IV, 40): 


E=cV p+mc. (51} 

Si, pour v —c, le facteur y, entrant dans les expressions (50), 
croît indéfiniment, l'énergie et l’impulsion deviennent infiniment 
grandes. Toutefois, la masse au repos m, de la particule est finie, 
i.e. m) = 0. On en conclut de nouveau qu’une particule dont la 


masse au repos est finie ne peut se déplacer à la vitesse de la lumière. 
De la relation (IV, 41) il vient que les particules qui se déplacent 


à la vitesse c sont caractérisées par l’expression p=—. Mais alors 
il vient de (IV, 40) que pour ces particules mo — 0. 


En mécanique classique pour m, — 0 nous obtenons 6 — ro = 
—0 et p — mov —0. Or, une particule sans masse, ne possédant. 
ni l’énergie, ni l’impulsion, n'existe tout simplement pas. La Rela- 
tivité admet l'existence des particules dont la masse au repos est 
nulle. L'expression (51) conduit, elle aussi, pour m, = 0 à cette 
même relation entre l'énergie et l’impulsion d’une particule rela- 
tiviste : 


6 
Pa (52) 


Formulons ce que nous venons d’obtenir. Les expressions (50) 
de l’énergie et de l’impulsion ne contredisent pas l'existence des 
particules se déplaçant à la vitesse de la lumière mais seulement dans 
le cas où la masse au repos de ces particules est nulle. La mécanique 
relativiste ne nous renseigne pas davantage sur ces particules. 

Est-ce qu’on rencontre dans la nature les mouvements se pro- 
duisant avec la vitesse de la lumière? Il est évident que la phase 
d'une onde lumineuse, ou en général la phase d’une onde électro- 
magnétique, se déplace avec la vitesse de la lumière. Bien plus, 
pour la lumière, comme on le voit de (32), est juste la relation rela- 
tiviste entre l’impulsion et l’énergie (52). Néanmoins, d’après la 
physique moderne, lors de l’émission ou de l’absorption ou pendant 
l'interaction avec la substance, la lumière se comporte comme un 
ensemble de particules dont chacune possède l'énergie Aw et l’impul- 


sion 7e (où À est la constante de Planck, À = 1,05-10-7 erg.s, 


et © la pulsation de la lumière). Chaque interaction élémentaire 
avec la substance prévoit la participation d’une seule particule 
appelée par Einstein quantum de lumière. Chaque interaction véri- 
fie les principes de la conservation de l’énergie et de l’impulsion. 
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« 


La vitesse des particules lumineuses peut être égale à celle de la 
lumière (dans le vide). On peut donc interpréter les quanta de lu- 
mière en tant que particules relativistes dont la masse au repos 
est nulle *). Actuellement, on les nomme plus souvent photons. 
Soulignons que pour le moment nous envisageons les quanta de 
Tumière dans le vide (voir 53). 

La lumière est un ensemble de photons, telle est la conception 
moderne universellement adoptée qui puise ses origines dans l’élec- 
trodynamique quantique. 

Donc, la masse au repos du photon est nulle. Cette circonstance 
paraît ennuyeuse au premier coup d'œil. On s’est habitué que dans 
la nature tous les corps et toutes les particules possèdent une masse 
finie. Cette habitude de faire de la masse une sorte de repère uni- 
versel a ses racines historiques. Il n’y a pas longtemps, on considé- 
rait la masse comme une propriété organique de la matière, conçue, 
dans le sens général philosophique, comme une réalité objective. 
Les physiciens soutenaient ce point de vue en considérant la masse 
(la masse au repos, évidemment) comme le facteur définissant l’in- 
dividualité de chaque corps ou particule. Il en était ainsi dans la 
Mécanique classique. Ce qui possédait la masse pourrait être suivi 
dans le temps, au moins hypothétiquement. La lumière présentait 
un mystère pour la physique prérelativiste. Jusqu'au début du 


XX° siècle, même les physiciens doutèrent de la matérialité de 
la lumière. L'expérience brillante de P. Lébédev, faite en 1901, 
mit fin à tous les doutes en découvrant la pression de la lumière. 
La pression est liée au flux d’impulsion ; on sait déjà que la lumière 
transporte de l’énergie. Il en découle que la lumière est matérielle 
comme possédant l'énergie et l’impulsion. Cependant, la particule 
lumineuse est dépourvue de masse au repos, tout comme l’impulsion 
lumineuse. C'est fâcheux mais c'est ainsi et on n’y peut rien. En 
même temps, ce n’est pas un fait répréhensible. Dans la nature, il 
existe des objets ayant la masse au repos et d’autres qui n’en ont 
pas. Ces derniers se déplacent avec la vitesse de la lumière dans 
tous les systèmes de référence et il est impossible de les arrêter. 
Arrêtés, ils cessent d'exister et se transforment en d’autres formes 
de la matière. Le fait que les formes de la matière de masse au repos 
nulle se transforment en celles qui possèdent une masse au repos 
non nulle (et inversement) témoigne de l’équivalence de ces formes. 


*) Si la masse du photon n'était pas nulle, cela ne contredirait pas la 
Relativité restreinte, mais dans ce cas la vitesse c de la transformation de Lo- 
rentz ne serait pas celle de la lumière dans le vide (on sous-entend que c'est la 
vitesse des photons) mais la vitesse limite du mouvement des corps macrosco- 
piques. C’est pourquoi le problème de la masse du photon ne se résout qu’expé- 
Trimentalement (voir les détails dans l’article de I. Kobzarev et L. Okoun, Masse 
du photon, UPN 95, 131, 1968). Dans cet ouvrage, la masse du photon est sup- 
posée nulle. 


La lumière et la théorie de la Relativité restreinte 225 


On introduit souvent la « masse » du photon par l'expression 
relativiste : 


6 
Mph — T5 . (53) 


où £& —= /iw. A-t-on le droit de le faire? Oui, évidemment, mais 
cela ne donne aucun avantage. On dit parfois qu'en introduisant 
la masse du photon (53) on vérifie le principe de la conservation de 
la masse pour le cas de l’émission de la lumière. Mais ce principe 
est automatiquement vérifié avec le principe de la conservation 
de l'énergie, et il n’est d'aucune utilité d'en prendre un soin parti- 
culier. Quand on calcule la répartition des photons d’après leurs 
énergies en aboutissant à la formule de Planck, on part de l’iden- 
tité de tous les photons. Or, selon (53), la masse du photon « rouge » 
est inférieure à celle du photon « bleu ». Même dans ce cas, la masse 
(53) n’est d'aucun secours. L’essentiel est que tous les photons sont 
dépourvus de masses au repos. L’inertie du photon n’est non plus 
décrite par (53), puisque, dans le vide, il se meut dans tous les 
référentiels avec la même vitesse supposée égale à c. On ne peut ni 
l’accèlérer, ni retarder dans le vide. II en est de même des propriétés 
gravifiques du photon. La déviation du rayon lumineux par le 
champ gravitationnel se calcule sans avoir recours à la masse (53). 
On reprendra ce problème au chapitre IX, paragraphe 57, mais, 
en résumant, répétons qu'on n’a pas besoin d'introduire la masse 
du photon (53) car elle apporte une confusion inutile. 

Si l’on considère un quantum de lumière (photon) comme une 
particule relativiste sans masse au repos, sa 4-impulsion a pour 
expression : 


jm cle), 


où À —ks, k — FT — (s étant le vecteur unitaire dirigé suivant 

le rayon). En simplifiant par le facteur commun (constante de 
> 

Planck) de toutes les composantes de P nous revenons au même 


quadrivecteur k obtenu pour le vecteur d’onde mais appartenant 
ici à un seul photon: 


k(k,ü), k=®, Pak. 
Le carré du quadrivecteur énergie-impulsion d’un photon est nul: 
—+ (2 
PE = RPR RE =0. (54) 
Selon la relation relativiste générale (IV, 29) 


— 
P?= — mic. 
15—039 
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Donc, (54) montre une fois de plus que pour un photon dans le vide 
on à mo = 0. La 4-impulsion du photon coïncidant (à À près) avec 
le vecteur d'onde quadridimensionnel, introduit à la page 211, 
tous les résultats valables pour l’onde sont littéralement répétés 
pour le photon. Il s’agit ici des formules décrivant l'effet Doppler, 
l’aberration de la lumière, la variation de la fréquence de la lumière 
réfléchie par un miroir mobile. La théorie des photons conduit 
aisément à la formule de la pression lu- 
mineuse (p. 220). En effet, soit un pho- 
ton incident sous l’angle Ÿ sur la surface 
d’un corps. La composante normale de 


son impulsion est égale à La (fig. 24). 


Lors de l’absorption du photon, la paroi 
reçoit cette impulsion suivant la norma- 
le. Si le photon se réfléchit, la valeur de 
: l'impulsion transmise dépend du coeffi- 
Fig. 24. Calcul de la pres- cient de réflexion À (il vaut mieux dire: 
Re sn de la probabilité de la réflexion du pho- 


notion de photon. L'’aire : ie ë 
de la base du cylindreoblique ton). Il en découle que l'impulsion trans- 
est égale à S — 1. mise normalement à la paroi lors 


de la réflexion du photon est égale à 
(1 + R)® cos & où À < 1. Soit nr le nombre de photons dans 1 cmÿ. 


En une seconde, 1 cm? de la paroi reçoit tous les photons contenus 
dans un cylindre oblique de génératrice c. Son volume est égal à 
c cos & si l’aire de la base est de 1 cm?. Donc, sur 1 cm? de paroi 
en une seconde tombent nc cos 8 photons qui transmettent à la pa- 
roi l'énergie fœnc cos 8 (s'ils sont tous absorbés) et l'impulsion 


ne cos Ô (1 +R) cos D = fon (1 +R) cos® d. 


Ce n’est autre que la pression exercée sur la paroi; ainsi 

p = w(1 + R) cos? Ÿ, (55) 
où w = nño est la densité d'énergie dans le faisceau. Il vient donc 
que les résultats (55) et ceux à la page 219 coïncident. 


En conclusion, envisageons la réflexion d’un faisceau lumineux sur un 
miroir oscillant autour de la position d'équilibre. Le plan du miroir est tou- 
jours perpendiculaire au faisceau. Soit J = Nä@o l'intensité du faisceau de 


Horn tombant sur le miroir. Si le miroir va à la rencontre des photons, ceux- 
N 1+B 


ci emportent l'énergie 


5 00 1—B . 
Si le miroir suit le mouvement des photons, l'énergie emportée est égale à 
N 


k 1—B 
D. 004TB . 
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Ainsi donc, en une période d’oscillation que nous avons posée égale à 1 5, le 
flux de photons, réfléchi dans le sens inverse, emporte l'énergie 

N 1+B  1—-B\ NN 2 (1 + B2) 
7 100 1—B T1LE )= DR er ve: 


Cela veut dire que dans le faisceau de photons apparaît une énergie supplémen- 
taire : 


& Niño (1+2B?). 


y 
Nüog (4+2B2)— Nhoç=27B2= 21 — . (56) 


Ce supplément d'énergie est dû seulement au travail effectué par le miroir mobi- 
le. On trouve la force de frottement créée par le rayonnement. La puissance 
d’une force de frottement est égale à FfrrV, et Frr = eV; alors, 


=. (57) 


53. Propriétés des ondes lumineuses dans un milieu. Si une 
onde lumineuse (électromagnétique) passe du vide dans un milieu, 
ses propriétés changent. Du point de vue phénoménologique, on 
observe la variation de la vitesse de phase de la propagation de l’onde. 
Si l'indice de réfraction du milieu est égal à n, la vitesse de phase 
v d’une onde électromagnétique dans le milieu est définie par la 
formule 


v=—. (58) 


Etudions les autres caractéristiques d’une onde électromagnéti- 
que qui changent quand elle passe du vide dans un milieu. On voit 
la variation de la densité d'énergie du champ, ce qui découle immé- 
diatement de l'expression de w à la page 175. Que peut-on dire 
de la densité d’impulsion ? Celle-ci, tout comme la densité d’énergie, 
est une composante du tenseur énergie-impulsion-élasticite dans un 
milieu. Ce tenseur étant connu dans un référentiel en comouvement, 
on peut le trouver pans tout autre référentiel. Cependant, il n’existe 
pas d’une opinion unanime sur ce tenseur ; cela est dû à l'ambiguïté 
de sa définition. Si on fait appel aux raisonnements du paragraphe 
41, on sera conduit aux expressions des composantes du tenseur 
énergie-impulsion dans un milieu, qui ne diffèrent pas d’après leur 
forme du tenseur énergie-impulsion du champ électromagnétique 
dans le vide (V, 134). Ainsi, pour le milieu et pour le vide [voir 
(V, 145)] on a 


{ 
Tin = —— Fimfrm + inA. (09) 


Cependant, les coefficients de proportionnalité entre les compo- 
santes spatiales et temporelles de f et % dans un milieu sont diffé- 
rents [voir (V, 140) et (V, 141)], et le tenseur 7;4 défini par (59) 
est, à la différence de (V, 134), antisymétrique. On s’assura aisé- 
ment que les composantes spatiales du tenseur T';;, dans un milieu 


15* 
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ne diffèrent de celles dans le vide que par les valeurs de & et u. En 
effet, dans un milieu on a, par exemple: 


L 1 B; By 
Tu = —— Fimfim + À = Er: {cB, nt CBy +) + 
=BH,;+E,D,- PÈRE, 


Cette expression coïncide avec T4, obtenu à la page 180. De même, 
nous trouvons que 
Ts = — 7 Fimfim + À = 
= {—cE,D;—cEyDy—cE,D}+A= LEE y 
Toutefois, si 
Tu —icep (E x Hja= —+S., 


C  EoMo 


alors 
Tu= (EX H};= —-<S. 
Ainsi le tenseur énergie-impulsion dans un milieu, obtenu par la 


transformation directe de la quadriforce, n’est plus symétrique 
et a la forme 


: Ti Te Ti —— "rs, 
| 
To T2 Tes —— ÈS y 
Tip | j . (60) 
| T'as Ta T'as —— rs, 


i i i 
| Mers Sr 0 ——$, 0 
Nous y avons introduit l'indice de réfraction défini dans la théorie 


de Maxwell par n — y . Soulignons une fois de plus que les 


0 
opérations effectuées n’ont pas défini le tenseur énergie-impulsion 
d’une façon univoque tant pour le vide que pour le milieu. Le ten- 
seur (60) n’est pas symétrique ; la densité d’impulsion qui lui cor- 
respond est égale à 


2 
g=-S=DXxB. (61) 
Ce résultat signifie, en particulier, que lorsque la lumière chemi- 


nant dans un milieu attaque un miroir, la pression lumineuse est 
n? fois supérieure à celle exercée dans le vide. 
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L’antisymétrie du tenseur (60) entraîne que la formule (V, 131) 
qui généralise la loi de l’inertie de l'énergie 


g=+ (62) 


n’est plus vérifiée. On fut alors dites de remplacer le tenseur 
antisymétrique (60), appelé tenseur de Minkowski, par son équivalent 
symétrique. Ce dernier, qui satisfait à (62), fut proposé par Abraham. 
Il est facile de le construire. Procédons à la symétrisation du tenseur 


(60) en composant l'expression - (Tr +Ty;). D'où le tenseur symé- 
trique 
1 
R= 5e (Fimfrm + Frmfim) + 0iAÀ, (63) 
dont l’élément spatial correspond au tenseur élastique de Maxwell 


admis. Toutefois les composantes 7%, ont la forme — _ (n? + 1) S, 


et ne vérifient pas la relation (62) qui doit être conservée. Il est 
possible de tirer profit de l’ambiguité du tenseur (59) et de trouver un 
tenseur symétrique tel que dans le système en comouvement ses com- 
posantes spatiales soient nulles (et ne changent pas les contraintes 
de Maxwell) ; les composantes temporelles sont choisies de telle façon 


que sommées avec les composantes 7%: elles fournissent la valeur 
recherchée de la densité d’impulsion, i.e. (62). Bref, on a besoin 
d’un tenseur dont les composantes 0; posséderaient la propriété 
suivante: 068 = 0, Bu = — D (n? — 1) S,. Ainsi, la somme To: + 


+ 044 assurera l’expression recherchée pour la densité d’impulsion. 
Désignons les composantes du quadrivecteur vitesse du milieu 


par U;. Alors, pour le repère en comouvement on aura U, = U,; 
00; U = ic. Si de l'expression 
ny =7 FU (64) 


où l'y sont les composantes du tenseur (V, 29). Dans le repère en 
comouvement, les RE di D2 2 sont égales aux composantes 
du vecteur Æ”, et %, = 0. D'où 


(Ti: D2 D) — E". . (69) 


Introduisons maintenant le quadrivecteur Q ayant pour compo- 
santes 


| 
Qi = Ur (firUr+ faiUi + fuU»), (66) 
où f;, sont les composantes du tenseur (V, 31). Recherchons les 


composantes Q dans le système en comouvement. Dans ce cas, dans 
(66) seul le terme d’indice 4 — 4 sera non nul lors de la sommation 
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sur 4. Le premier terme de la parenthèse ne diffère de zéro que si 
L = 4, pourtant %, — 0, et ce terme est identiquement nul. Le 
deuxième terme de la parenthèse est non nul si i — 4. Par conséquent, 
pour à = À, 2, 3 on obtient 


# À ’ LE LA 
Oo m7 USifia 
par exemple, 
La 4 La La ? À ’ LA Là Â S 
QU Giiu= —--5(—-E,H,+EH;)=-(EXH};=—.. 
On parvient donc à 
, , Là S 
(S:, (2, (2) — 2 
Quant à Q;, on a 
LU | La La La La 
Q, = —r Uidi (fa + fus) = 0. 
Maintenant il est facile d’écrire le tenseur symétrique 8,4 recherché : 


n2— 1 


dir = — (U iQ +U:Q:), Oin — On. 


Il est évident que dans le référentiel en comouvement ses compo- 
santes spatiales (i, k = 1, 2, 3) sont évidemment nulles: 668 = 0. 
Quant aux composantes 64:, on a 

2 


; na—A L.,,h, . n2—A Se .n2—1 ,, 
Or 2 DDC 9 —=i D) Dos 


La somme Tir + 0;, n’est autre que le tenseur appelé tenseur 
d'Abraham S;, : 


D 
Sin = — 2 (Fimfim + Frmfim) + OA — (0 Qn + UaQi). (67) 


D'après la forme générale, ce dernier coïncide avec le tenseur 
énergie-impulsion d’un champ électromagnétique dans le vide 
(V, 149). La distinction se trouve dans le fait que dans Thg, &0 
et u, sont remplacés par & et u. Mais, conformément à (V, 150), 
la force de volume €’, du tenseur d'Abraham diffère de celle du ten- 
seur de Minkowski. 

Si l'expérience cruciale avait été possible, elle se serait prononcée 
en faveur du tenseur concret. Pourtant, à présent, comme on 
l’a remarqué, une telle vérification n’est pas réalisable. Ce qu'on 
préfère Le tenseur d'Abraham n’est qu’une question de goût. 

Pourtant, il surgit une situation curieuse. Envisageons de nou- 
veau une onde plane. Pour l’onde plane dans le diélectrique homo- 
gène, il existe une relation simple entre le vecteur de Poynting S, 
la vitesse de phase de l’onde monochromatique v et la densité 
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d'énergie w: 
S — Wv, 


sù Dee y Les tenseurs de Minkowski et d'Abraham 
donnent pour la duste d’impulsion respectivement [voir (61), (62)] 


n2 n2 c W 

Mate ape N. 
S 4 c w À 

Be de (68b) 


Si l’on admet que la densité d’impulsion g est proportionnelle au 
nombre de quanta, on obtient pour l'impulsion de quantum deux 


expressions 
Ro 


Du = c 9 PA — en ? 


qui correspondent à (68a) et (68b) respectivement. 

Quelle est donc l’expression vraie pour l’impulsion de quantum? 
Qu'est-ce qu’on sait, en général, de l'impulsion quantique dans 
un milieu? Si le photon dans le milieu est considéré comme une 


particule relativiste, on obtient p =} à partir de la formule 


élémentaire de de Broglie À == reliant la longueur d'onde d’une 


particule à son impulsion. En effet, dans un milieu on a À = À 


où Ào est la longueur d’une onde lumineuse dans le vide et, par 

h ñ 

À 
Q Lé “ ñ A e. e e Q 

le vide est égale à — . La même expression de l’impulsion quantique 


conséquent, p — n = pon. L’impulsion du photon ps dans 


dans un milieu s'obtient par la seconde quantification d’un champ 
électromagnétique. On peut donc écrire pour l'impulsion du photon 


p= ns, (69) 


où s est le vecteur unitaire dans le sens de la propagation de la lu- 
mière. Si la pulsation de la lumière ne varie pas lors de la pénétra- 
tion dans la substance, l'énergie du photon reste également la même. 
Donc, le quadrivecteur énergie-impulsion du quantum de la lumière 
dans un milieu est égal à 


p= (2) (1). (70) 


L'expression (69) permet d'obtenir des formules correctes pour 
l'effet de Vavilov-Tchérenkov, l’effet Doppler, la diffusion de la 
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lumière par les particules chargées. Donnons un bref exposé de 
l'effet de Vavilov-Tchérenkov. Comme il est bien connu, ce rayonne- 
ment surgit lors du mouvement uniforme des particules chargées dans 
un milieu; il implique la condition d’après laquelle la vitesse des 
charges soit supérieure à la vitesse de phase des ondes électromagné- 
tiques dans ce milieu. Cela s'obtient aisément à l’aide de (69). 
Lors du rayonnement on doit observer le principe de la conser- 
vation de la 4-impulsion (ïi.e. les principes de la conservation de 


l’énergie-impulsion). Soient 2: la 4-impulsion de la particule avant 
l'émission, p après l’émission, et 4 la 4-impulsion du photon: 
Po (MoYoVos  iYoMoc), 


P(MoYV,  iymoc), 


7 [ho . RO 
k (= ns, i—) : 
Ecrivons le principe de la conservation de la 4-impulsion : 
Po= p+k 
soit, en composantes, 
Poi — ki = pi. (71) 


En élevant au carré la relation (71), on obtient 
| Pi — 2Poiki + ki = pi, 
où tous les termes sont sommés sur l'indice i. En vertu de l’invarian- 
ce du carré de l’impulsion de la particule pf; — p?, on aura 
ki = 2poiki (72) 
(on ne simplifie pas par k;; on a une sommation indépendante à 
gauche et à droite). 

Envisageons séparément le premier et le deuxième membre 

de (72): 
ho 
Poiki = TT AMoYo (Vos) — MyyÂ® 
et 
ho \?2 
= (Te) (n°1). 

Comme vos = v9 cos Ÿ, où Ÿ est l’angle formé par le rayon émis 
et la direction de la vitesse de la charge, on parvient, à l’aide de 
(72), à l'égalité 

4 /ño \? ñ 
à (=) (n?—1) = = RMYoUo COS Ÿ — My 


ou 


4 (+) (n? =. 1) = NMoYolo COS Ÿ — MoYycC. 
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On obtient finalement : 
LG 1) + moe } = 


nmoYovo 
1e n—1)7/ 1—% 
7 nv) { 2moc? ( c2 J ” 


Si 1 £ 1 (ce qui est vrai pour la lumière visible et l’électron), 


on obtient la condition classique de rayonnement 


Cos Ÿ — 


y 
Cote (73) 


nvo V9 


Comme cos 8 < 1, alors vo > Von. 

Cela veut dire que l’effet Vavilov-Tchérenkov n'est possible 
que dans le cas où la vitesse de la particule dépasse la vitesse de 
phase de la lumière dans un milieu. Comme Vin << c, ce cas est 
en parfait accord avec les concepts de Relativité restreinte. Dans 
le vide, ce rayonnement est pourtant impossible, car 

cos Ê = — 
Uo 
et vo > c, ce qui est absurde. 

Nous avons donc trouvé la condition correcte du rayonnement 
Tchérenkov (73) en faisant appel à l'expression pour l'impulsion 
quantique dans un milieu (69). De prime abord il semble que c’est 
un argument en faveur du tenseur de Minkowski. Pourtant, le pro- 
blème s’avère beaucoup plus compliqué, et la transition de la densité 
d’impulsion du champ à l'impulsion quantique dans un milieu 
n’est point évidente. Quoique très ancienne, la question attire 
toujours l'attention des chercheurs (voir la Bibliographie). 

Lorsqu'une onde lumineuse passe du vide dans un milieu, l’im- 
pulsion n’est emportée par cette onde que partiellement ; une « por- 
tion » d’impulsion reste dans le milieu. Là où l’on s'intéresse à l’im- 
pulsion transmise totale, il faut employer le tenseur de Minkowski ; 
s’il s’agit de l'impulsion liée au rayonnement dans un milieu, on a 
recours au tenseur d'Abraham. L’expression (69) de l'impulsion 
du photon est correcte pour l'effet Vavilov-Tchérenkov, car dans 
ce cas il importe de considérer l'impulsion résultante transmise 
au milieu par l’électron de Tchérenkov. L'impulsion résultante 


ue Fe hon 
communiquée au photon et au milieu n'est autre que ——. Il n'est 


pas étonnant alors que la quantification d’un champ électromagné- 
tique dans les diélectriques aboutit à l’expression (69) pour l’impul- 
sion. Cette expression représente une impulsion résultante d’un 
champ électromagnétique, liée au champ et à la substance. Si l’on 
définit les forces agissant sur la substance, on a recours au tenseur 
d'Abraham. On s'arrête ici, car l'étude détaillée de ce problème 
ne fait pas l’objet du présent ouvrage. 


CHAPITRE VIII 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE 


DE LA RELATIVITÉ RESTREINTE 


94. Interprétation géométrique de la transformation de Lorentz. 
Quelque temps après la publication en 1905 de l'ouvrage d’'Einstein 
qui avait contenu les idées fondamentales de la Relativité restreinte, 
Minkowski proposa l'interprétation géométrique de cette théorie. 
Il démontra que la Relativité restreinte choisit pour la géométrie 
du monde physique la géométrie pseudo-euclidienne plane. Pour 
cette raison tous les résultats cinématiques de la Relativité restrein- 
te s’interprètent géométriquement. Bien que la Relativité restreinte 
ne traite pas des problèmes spécialement géométriques et la géométrie 

# euclidienne spatiale reste toujours en 
K K vigueur, la « géométrie » du continuum 
espace-temps en diffère considéra- 

Z blement. 
Le continuum à quatre dimensions 
- 7 avec les points-événements a été ap- 
a) X*=X0 5 pelé par Minkowski univers. Tout 
| sn . événement de l'univers de Minkowski 
ie cn ci nn est représenté par le point d'univers. 
point æ — 20:b) la ligned'uni- ©i un événement est caractérisé par la 
vers d’un corpssemouvantuni- position du corps en un point donné 
formément suivant l’axe des z. de l’espace à un instant donné, alors la 
suite d'événements dans l'univers de 
Minkowski est représentée par une courbe appelée ligne d'univers 
d'un point. Si le corps est au repos dans l’espace, dans l'univers 
de Minkowski il se meut suivant une certaine ligne d'’univers. 
Envisageons les cas les plus simples. Soit un corps (pour simplifier, 
on parle toujours d’un point matériel) immobile dans le repère X au 
point x = zx. Dans le plan (x, t) de l’univers de Minkowski, sa 
ligne d’univers est une droite parallèle à l’axe des £ (fig. 25, a). Soit 
un autre corps qui se meut uniformément dans Æ suivant l’axe des 
x avec la vitesse v. Dans ce système sa ligne d’univers est déjà re- 
présentée par une droite qui forme l'angle # avec l’axe des £ (fig. 25, b). 


On verra dans la suite que 8 = arc tg —. Commençons par l'interpré- 
: P P 


tation géométrique de la transformation de Lorentz. Les coordonnées 
y et z étant invariables pour une disposition choisie des référentiels, 
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on ne s'intéresse qu'aux coordonnées x et {. Il est plus commode 
d'analyser les coordonnées réelles x et u = ct qui représentent le 
système de référence À. Examinons le mouvement d’un point dans 
ce système. Il est représenté par la ligne d’univers x — x (u) dans 
le plan (x, u) (fig. 26). 

L'’inclinaison de la ligne d’univers par rapport à l’axe des w en 
tout point donné est définie par la 


Ligne durivers 
d'unrpoint 


U=CE Jigne d'univers 


dre OT , 
dérivée + en ce point. En effet des Payons lumineux 


d 
{voir la fig. 26), 


Ainsi, l'angle d’inclinaison découle 
de la formule 


Ÿ— arc tg — = arc tg P, 


« U . . 
où f —— et west la vitesse instan- 


tanée d’un point (d’un corps). Com- Ligné d'univers 


me toujours 6 1, alors, 
tout corps mobile, l’angle @ ne 
peut dépasser 45°. Les rayons lumi- 
neux ont pour la ligne d'univers la 
bissectrice de l’angle formé par les 
axes de coordonnées. 

Traçons sur ce schéma les axes 
du référentiel X’. Conformément à 
(II, 19), la transformation de Lorentz 
appliquée à x et u s’écrit : 


x’ = T (x — Bu), 
| (1) 
u = T'(u — Br). 
La transformation inverse s’écrira : 
x = [(x + Bu’), ) 
PRE (@) 


pour : 


des rayons lumineux 


Fig. 26. Système de coordonnées 
réelles (x, u = ct). La position 
d’un point matériel à un instant 
donné est définie par un point du 
plan. Le mouvement du point ma- 
tériel est représenté sur le plan par 
une courbe appelée ligne d’univers. 
Pour les points matériels immobi- 
les les lignes d’univers sont paral- 
lèles à l’axe des uw. La ligne d’uni- 
vers des rayons lumineux est la 
bissectrice de l’angle entre les axes 
de coordonnées. Si la vitesse du 
mouvement est variable, l’angle 
entre la tangente à la ligne d’uni- 
vers et l’axe des uv découle de la re- 


lation 8 — arc ig— où v est la vi- 


tesse instantanée d’un point (d’un 
COr ps). 


Selon (1) et (2), les origines des référentiels X et K’ coïncident 
(pour zx = 0 et u — 0, on a x' — 0 et uw’ — 0). Le point x’ — 0 
: {origine de Æ”) se déplace avec la vitesse V relativement à X; par 
suite, sa ligne d’univers est une droite faisant l'angle @ avec l’axe 
des u. L’angle o est défini par la relation ® — arc tg B. Or, la 
droite x’ = 0 est l'axe des temps du référentiel À’. La transforma- 
tion de Lorentz opérée sur l'axe des w consiste en ce que l’axe des 
u’ est incliné de l'angle @ par rapport à l'axe des u. 
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L’axe des x’ est défini par la condition uw’ — 0. Or, selon (1), cette 
condition est vérifiée pour la droite u — Bzx dans le système XÆ. 
Certes, l’axe des u” se déduirait aussi en posant x’ — 0 dans Ia for- 
mule (4), ce qui nous ramènerait à æ — Bu. Donc, on a pour les 
équations de nouveaux axes: 


axe desu': u— x, | 


(3) 
axe des x’ u = Brz. 


L'axe des x’ fait l’angle o — arc tg B avec l’axe des zx. Il en découle 
que la transformation de Lorentz consiste en passage du système 


Fig. 27. a) La transformation de Lorentz consiste en ce que les axes des zx et 
tournent d’un même angle @ = arc tg B autour de l’origine vers la bissectrice 
du premier quadrant pour occuper les positions x’ et u’. Les droites x’ — const 
sont alors parallèles à l’axe Ou’ et les droites u’ — const le sont à l'axe Oz’ 
(c’est Le passage au système de coordonnées rectilignes obliques). On voit claire- 
ment la relativité de la simultanéité : les événements 4, et 4: qui sont simul- 
tanés dans X” (situés sur la droite £’ — 0, i.e. sur l’axe des x’) ne le sont point 
dans X (pour trouver les moments qui leur correspondent dans X, on les projète 
sur l’axe des u à l’aide des droites parallèles à l’axe des x). b) On y a mené deux 
lignes d’univers des corps (LL et MM). La relativité de la distance, séparant 
les deux corps en mouvement, est évidente. Pour trouver la distance des corps, 
il suffit de déterminer leurs coordonnées, ces dernières étant obligatoirement 
simultanées. Supposons qu’un de ces corps se trouve au point V. Du point de 
vue de X, le second corps est situé au même instant au point À. Mais, d’après 
K', il est au point P. Les segments NR et NP représentant les distances des 
corps ne sont pas les mêmes. 


de coordonnées rectangulaires x, u au système de coordonnées obli- 
ques x”, u’; les axes des x et u s’approchent d’un même angle o — 
— arc tg B de la bissectrice du premier quadrant (fig. 27). Voilà ce 
qui signifie une rotation d'un angle imaginaire! La rotation du 
système d’axes orthogonaux formellement introduite ne ressemble 
en rien à la rotation du système de coordonnées cartésiennes : dans 
le cas envisagé les axes de coordonnées se rapprochent, tels des 
ciseaux, de la bissectrice du premier quadrant. 

Une fois les axes des référentiels À et Æ” construits, on peut 
interpréter les conséquences qui découlent de la transformation 
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de Lorentz. La relativité de la simultanéité est spectaculaire. 
Tous les événements simultanés du repère ÆX” sont traduits par 
les points correspondants de l’axe des x’ ou, d’une façon générale, 
par ceux des droites u” — const. Soient deux événements A4: et À> 
situés sur l'axe des x’ (simultanés dans Æ”' à £” — 0). Pour détermi- 
ner les instants, auxquels ces événements ont lieu dans K, il faut 
les « projeter » sur l’axe des w en traçant les droites parallèles à l’axe 
des zx, car, dans le repère X, les événements sont simultanés sur les 
droites u — const (fig. 27, a). On en déduit que dans K, ces événe- 
ments ont lieu aux différents instants {1 et éo. 

Signalons un résultat particulièrement important qui découle 
de l’analyse de la figure 27, b. Il y en a deux lignes d’univers se rap- 
portant aux corps qui se déplacent uniformément mais aux diffé- 
rentes vitesses. La distance des corps est définie à un instant donné 
par leurs coordonnées simultanées dans le référentiel approprié. 
La figure en question montre de façon évidente que dans les sys- 
tèmes X et K” cette distance n’est pas la même à un même instant de 
temps propre de l’un des corps. En vertu de l’équivalence des réfé- 
rentiels, aucune distance n'est vraie. Mais alors toutes les lois de 
la mécanique où la force est fonction de la distance deviennent 
ambiguës pour les corps mobiles. Cette difficulté ne surgissait pas 
dans la mécanique newtonienne où le temps était absolu. 


55. Relativité des longueurs et des intervalles de temps. L'in- 
terprétation géométrique des contractions des longueurs et des inter- 
valles de temps ayant lieu lors du changement de référentiel exige 
l'établissement des échelles unitaires pour chaque axe et dans cha- 
que système de référence. Autrement dit, il faut introduire les 
unités de longueur et de temps dans tout référentiel. 

Il est facile de le faire vu l’équivalence de tous les référentiels 
d'inertie. En choisissant pour unité de longueur la longueur d’onde 
de la lumière émise par un atome déterminé (la source est au 
repos dans le référentiel considéré), on peut être sûr de ce qu’on 
a la même longueur d'onde dans tout autre référentiel d'inertie 
si sa source lumineuse est de la même nature et immobile. Seront 
également stables la fréquence d'’oscillations et la période radio- 
active d’un atome concret immobile dans tout référentiel d'inertie. 
Il est à noter qu'on est forcé de se servir des résultats de la mécani- 
que quantique qui suppose l'identité des particules élémentaires 
de même espèce, y compris les atomes et les molécules. En adoptant 
cette conclusion, on peut obtenir les unités de longueur et de temps 
universelles pour les référentiels d'inertie. 

À cause de la « contraction de Lorentz », l'observateur du réfé- 
rentiel donné constate que les étalons unitaires de longueur s’avè- 
rent plus petits que le sien dans tous les autres référentiels d'inertie. 
Cela est démontré par la géométrie. 
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Soient deux hyperboles équilatères dans un plan (x, u): 


(4} 
(z} 
Divisons ce plan en quadrants, dont chacun inclut une branche 


d’hyperbole. Les lignes limitant les quadrants seront les asymptotes 
de ces hyperboles. En effet, portons l'équation uw — kx d’un rayon 


u? — x? = À, 


2 


u? — x — —1{, 


CA=0B-0C=0D=1 
0B=0A=1 


Fig. 28. Dans le système de 
coordonnées (x, u) sont tra- 
cées deux hyperboles équila- 
tères u? — x2—1, 22—u2—1, 
Etant donné que la transfor- 
mation de Lorentz laisse in- 
variante l'expression u? — 
— x? — ct — 22, dans les 
nouvelles coordonnées obli- 
ques nous obtenons les hyper- 
boles u'? — x? — 1, x? — 
Cela veut dire 
que ces deux hyperboles équi- 
latères coupent les axes des 
zx, u, x’, u’ respectivement à 
la distance unité de l’origine 
de coordonnées. Par consé- 
quent, ces hyperboles sont 
appelées hyperboles échelle. 


Tr 


à pente arbitraire k (k = tg «&), passant 
par l’origine des coordonnées, dans les 
équations des hyperboles (4) et (4). On 
trouvera que la xitme coordonnée de l’in- 
tersection s'obtient de l'équation x? — 


1 
RE rTTI 


cine réelle qu’à la condition 4? < 1. Si 
k? — 1, la coordonnée de l'intersection sur 
l’axe des x tend vers l'infini. Cela signifie 
que les rayons u — x sont les asymptotes 
de ces hyperboles. Aïnsi donc, les lignes 
d’univers des rayons lumineux x = ct sont 
les asymptotes des hyperboles (4) et (4). 

Chacune des branches des hyperboles 
(4) et (4) ne coupe qu'un seul axe, celui 
des x ou des u. Les points d’intersection. 
de l’hyperbole (4”) avec l’axe des x sont 
fournis par la condition u=0. Il en vient 
que l’hyperbole (4”) coupe l’axe des x aux 
points z — + 1. De façon analogue on 
trouve que l’hyperbole (4) coupe l’axe des uw 
aux points u ——+1{. Les hyperboles (4), 
(4”) qui découpent sur les axes de coordon- 
nées les segments unitaires peuvent être 
logiquement appelées hyperboles échelle. 

Comme l'expression u?—2? = c?f?—2? 
est l’invariant de la transformation de 
Lorentz, dans le système X” on a aussi les 
égalités suivantes : 


u'2—x'?—1, u'2— x'2— — 1, 


. Cette équation n’a une ra- 


d’où il vient immédiatement que les mêmes hyperboles coupent 
sur les nouveaux axes des x’ et u” les segments unitaires. 
La figure 28 montre avec évidence que les segments unitaires 


des axes des x et x’ ne sont point égaux entre eux. Cependant, il 
ne faut pas oublier que la représentation du plan pseudo-euclidien 
sur le plan euclidien est conventionnelle et que les longueurs unitai- 
res « propres » sont choisies identiques. Certes, on pourrait choisir des 
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unités différentes mais cela entraînerait la modification de la forme 
de la transformation de Lorentz. 

Maintenant, il devient commode d'expliquer du point de vue 
géométrique la contraction de l'échelle en mouvement. Représentons 


Fig. 29. Interprétation géométrique de la relativité des longueurs des règles. 
On a représenté la moitié du premier quadrant de la fig. 28. OA est la règle 
immobile dans X. Les lignes d’univers de ses extrémités sont Ou et AA”. 
L'hyperbole x? — u? — 1 coupe l’axe des x au point À et l’axe des x’ au point 
A'. Ainsi donc, OA = 1et OA’ = 1. Pour trouver les positions simultanées 
des extrémités de la règle dans X”, il faut couper les lignes d’univers de 
celles-ci par quelque droite u’—const, disons par l’axe desz’ (qui correspond 
à l'instant £#’ — 0). Il en vient que la longueur de la règle dans X” est égale 
à OA”. Mais OA" < OA'=1. 


Fig. 30. Cas d’une règle immobile dans X'’. Les lignes d’univers de ses 
extrémités sont les droites parallèles à Ou’ (l’axe Ou’ lui-même et la droite 
passant par PB). La longueur de la règle dans X se détermine par l’inter- 
section de ces lignes d’univers avec l'axe desx (t—0). Elle est égale à 
OB < OA — 1, ce qui implique la conclusion précédente: la longueur de la 
règle est la plus grande dans le système où elle est au repos. 


sur le même dessin les axes des x, u et des x”, u’. Traçons la partie 
de l'hyperbole passant par le premier quadrant des systèmes de 
coordonnées Æ et K” (fig. 29). Le segment OA représente l'échelle 
unitaire immobile dans X. Ses lignes d’univers dans Æ sont les 
droites parallèles à l’axe Ou et passant par les points O et 4. Mais, 
du point de vue du repère X”, les positions simultanées des extrémi- 
tés du segment OA à l'instant £” — 0 correspondent aux intersections 
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de ses lignes d'univers avec l’axe des x”, i.e. aux points O et 4”. 
L'échelle unitaire dans X” est égale à O4"; la figure 29 montre que 
OA" < OA' = 1. 

Supposons maintenant que l'échelle unitaire soit au repos dans 
le repère K’. Sa longueur est alors égale à OA” et ses lignes d'univers 
sont parallèles à l'axe Ou’ ; l’une d’elles est l’axe même Ou’ et l’autre 
la droite A’B. Pour fixer simultanément les extrémités de l’échelle 
dans le repère K, il faut couper les lignes d'univers de ces extrémi- 
tés par n'importe quelle droite u = const. Le choix de u = 0 s'avère 
plus logique. Il vient de la figure 30 que OB < OA = 1. 

Analysons maintenant la relativité des intervalles de temps. 
Soit une horloge immobile placée à l’origine du référentiel X”. Sa 


Fig. 31. Interprétation géométrique de la relativité des intervalles de temps 
entre un couple d'événements. Supposons qu'une horloge immobile soit placée 
à l’origine O° du référentiel X’. Sa ligne d’univers est confondue avec l’axe Ou’. 
Au point d’univers B’ son indication diffère d’une unité de celle au point O'. 
Or, le point B’ est simultané dans Æ au point d'univers B (porté par la même 
droite u — const que le point B'). L'horloge placée au point B et immobile dans 
K montre le temps défini par OB relativement à l'indication de l'horloge de 
K placée au point O. On tire de la figure que OB > OB' = 1. Cela signifie 
que l’intervalle de temps mis au déplacement de l'horloge dans le système X 
est, du point de vue de X”, plus petit que celui mesuré dans X. 


ligne d’univers est alors l’axe Ou’. A l'instant £ — 0, l'horloge mobi- 
le était à l’origine du système ÆX où on a comparé son indication 
avec celle de l'horloge de X”, fixée à ce point. Si les origines de deux 
repères À et Æ” coïncident à l'instant £ — £ — 0, les segments 
OB et OB” correspondent aux indications des horloges de Æ et K”. 

Au point d'univers B”, l'indication de l'horloge mobile augmente 
d’une unité par rapport à son indication au point ©. Or, dans le 
repère À, le point B”, porté par la droite u — const, est simultané 
avec tous les événements représentés par cette dernière. En parti- 
culier, cette droite coupe au point B la ligne d’univers de l’horloge 
placée à l’origine de X. Il en découle que si l’horloge mobile a mesuré 
le temps OB”, l'horloge immobile a mesuré le temps OB. Mais cela 
veut dire que l'horloge mobile marche plus lentement que l'horloge 
immobile, car OB" = 1 et OB > 1 (fig. 31). 
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Si l'horloge est immobile dans le repère K, elle comptera l'unité 
de temps au point d'univers B (fig. 32) qui est simultané, dans le 


référentiel K’, avec le point B” (OB'est 
l'indication de l'horloge du repère X” 
que mesurera l'observateur du repère Æ 
au point B”). Le point B” est l’intersec- 
tion de l’axe Ou’ avec la droite parallèle 
à l’axe des x’ et passant par le point B. 
Or, OB" => OB = 1; par conséquent, 
l'horloge mobile « marche au ralenti 
par rapport à celle immobile ». 

Considérons encore un cas qui per- 
met d’éclaircir le soi-disant paradoxe des 
jumeaux (le voyageur de Langevin). 

Le temps propre d’un corps, comme 
on le voit dans (IV, 2), est relié direc- 
tement à l'élément d'arc de la ligne 
d’univers : 


Voilà pourquoi la longueur d’arc de la 
ligne d’univers d’un corps permet de se 
prononcer sur le temps propre vécu vrai- 
semblablement par un organisme vivant. 
Notons, pour les opérations ultérieures, 
que dans l’espace pseudo-euclidien est 
valable le théorème pseudo-pythagorien. 
Sur le schéma bidimensionnel (fig. 33,a), 


0 . 


Fig. 32. La même représen- 
tation que sur la figure pré- 
cédente, mais cette fois l’hor- 
loge est immobilisée à 
l’origine de X. Sa ligne d’u- 
nivers est l’axe Ou. Au point 
B, l'horloge marquera l'unité 
de temps. Les événements de 
K', qui sont simultanés à cet 
instant, sont représentés par 
une droite parallèle à l’axe 
des x’ et passant par le point 
B. Il est évident que OB' > 
> OB—1, ïi.e l'horloge 
immobile mesurera l’'inter- 
valle de temps inférieur à 
celui marqué par l'horloge 
mobile. 


le carré construit sur l'hypoténuse AB? est égal non pas à la 


somme des carrés construits sur les côtés AC? et BC? 


Théorème pseudo-pythagorien 
AB?=BC2-AC? 


mais à 


QG  @> 


Temps propre 


Fig. 33. a) Théorème pseudo-pythagorien dans l’espace pseudo-euclidien. 
b) Illustration géométrique de la différence entre les intervalles de temps sépa- 
rant deux événements dans deux référentiels d’inertie. 


leur différence ds? — du? — dx?, c.-à-d. 


AB? = BC? — AC. 


Cette circonstance est à retenir. 
16—039 
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La distinction entre le temps propre et le temps mesuré dans 
le repère, où le corps est en mouvement, est mise en évidence par 
le schéma suivant (fig. 33,.b). Supposons qu’on mesure le temps 


(74 


BP 


Fig. 34. Lignes d’univers de deux « jumeaux ». La ligne 

d’univers du « voyageur » est la ligne brisée O0AB et 

celle du « casanier » est la droite OB. Le voyageur éprouve 

une accélération en changeant au point B le sens de son 

À mouvement, ce qui le place pendant cet intervalle de temps 

dans le système non inertial. La longueur de la ligne d'’u- 

nivers d'un corps détermine l'intervalle de temps pro- 

pre de ce corps. Il en découle clairement que l'inter- 

X  valle de temps propre du voyageur est inférieur à celui du 

0 casanier (voir théorème pseudo-pythagorien, fig. 33). 


de façon qu'à l'instant & — #” — 0 les origines de X et de K’ coïnci- 
dent ; l'horloge Q” est placée à l’origine de X’. La ligne d’univers de 
l'horloge Q, immobile dans X, est une droite parallèle à l'axe des 
u. Aux points d’univers A1, A», ... on procède à la confrontation 
de l'horloge Q” avec les horloges Q1, Q:, ..., synchronisées dans 
K et indiquant aux points cités le même temps unique pour K. 
Sa valeur est donnée par la longueur de la ligne d’univers Q,4, 
pour le point d’univers A,. Mais pour l'horloge Q' la longueur de 
la ligne d’univers de passage de O’ à À; est devenue égale à 04,. Or, 
d’où OA, < Q,41. Il s'ensuit donc que l'horloge Q” retarde sur les 
horloges O1, Q2, ..., qui sont immobiles et synchronisées dans le 
référentiel Æ. 

Soient deux hommes (« jumeaux ») qui se trouvent au point O. 
L'un d'eux (« voyageur ») se met en mouvement et effectue un 
mouvement rectiligne et uniforme à l'exception d’un très bref 
intervalle de temps quand il change sa vitesse pour revenir au 
point O. L’autre jumeau reste tout le temps au point ©. La figure 
34 montre que la ligne d’univers OAB du « voyageur » est plus 
longue que celle du « casanier ». Comme il vient du théorème 
pseudo-pythagorien, le temps propre vécu par le voyageur est plus 
court que celui du casanier. Ce problème sera étudié plus en 
détail au chapitre IX. 


56. Apparition de la charge volumique dans un conducteur 
neutre traversé par le courant. Ce cas peut être interprété, lui 
aussi, géométriquement. On a déjà vu que si, dans le repère Æ, un 
conducteur était traversé par le courant de telle façon que la densité 
moyenne de charge y soit nulle, alors, dans le référentiel Æ” (où 
le conducteur est en mouvement) apparaît une densité de charge dif- 
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férente de zéro. Supposons que le conducteur soit au repos dans le 
repère X ; ses ions sont immobiles, tandis que les électrons se meu- 
vent avec une vitesse moyenne v. Dans le référentiel ÆK, les lignes 
d’univers des ions sont représentées par les droites parallèles à 
l'axe Ou et celles des électrons par les droites faisant un angle 


U 
Ÿ — arc tg — avec l’axe des u. 


Sur la figure 35 sont représentés les systèmes de référence Æ (x, u) 
et K” (x’, u’), les lignes d’univers des ions (lignes en pointillé) 
et les lignes d’univers des électrons (les droites fines continues 
inclinées sous l’angle 8 par rapport à l’axe des u). Comme en moyenne 


Î0ns Ÿ =0 Etectrons tg p-E 
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Fig. 35. Le diagramme de Minkowski met en évidence l'apparition de la den- 
sité de charge dans un conducteur traversé par le courant et considéré dans le 
système Æ”’. Lorsqu'il est repéré par le système X, la densité de charge totale 
due aux charges des ions ct électrons est nulle. Le courant est créé par le mouve- 
ment des électrons, les ions sont immobiles. Sur le diagramme, les lignes d’uni- 
vers des ions sont représentées en pointillé et celles des électrons par les droi- 
tes continues inclinées. En plus du système X (axes des x, u), on a tracé le repère 
K” (axes des x’, u’). On a tracé aussi l’hyperbole échelle marquant les segments 
unitaires sur les axes des x et x’. La densité de charge est mesurée simultané- 
ment dans tous les points d’un corps, donc dans tous les points sur l’axe des 
x ou x’ respectivement. Or, le schéma montre que si dans le repère X le segment 
unitaire contient le même nombre d'ions et d'électrons, le segment unitaire 
de À” possède plus d'ions que d'électrons. Il en découle l’apparition de la den- 
sité de charge positive dans le système X. 


le métal est neutre, le nombre des lignes d’univers des ions partant 
de chaque parcelle du conducteur est égal à celui des lignes d’uni- 
-vers des électrons. Les mesures de la densité de charge sont effectuées 
simultanément dans chaque système de référence. Dans le repère 
K, la densité est déterminée par le nombre des lignes d’univers 
des ions et des électrons, lignes qui traversent l'unité de longueur 
dans ce repère. Par exemple, la densité de charge est définie par le 
nombre des lignes d’univers des ions (pris avec le signe +) et le 

16* 
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nombre de celles des électrons (pris avec le signe —\) traversant 
OA. L'’hyperbole échelle coupe les segments unitaires sur les axes 
des x et x”. C’est à ces segments qu'il faut rattacher les charges. 
Mais dans le repère X”, la densité de charge doit être calculée simul- 
tanément pour tout le conducteur. Les événements simultanés sont 
représentés dans le système Æ” par les droites parallèles à l’axe des 
x" et par l’axe des x” lui-même. Il vient de la figure 35 que le segment 
unitaire OA” contient plus de charges positives que de charges néga- 
tives. C’est pourquoi le conducteur est chargé positivement dans 
le repère X”, bien qu'il soit neutre dans le système X. 


Annexe 


Théorie de la relativité du point de vue de la méthode de radar 
(méthode du facteur X) 


L'avantage de cette méthode consiste en ce qu’elle permet d'obtenir les 
conséquences cinématiques fondamentales de la Relativité restreinte sans intro- 
duire explicitement les systèmes de coordonnées. 

Les simplifications faites dans cette méthode sont les suivantes. On ne 
considère que les événements sur l’axe des x (et sur l’axe des x’ du repère X' 
respectivement), autrement dit, on traite du problème unidimensionnel. Les 
positions mutuelles des repères À et X’ sont les mêmes que sur la figure 1. 

Tous les raisonnements sont des « expériences idéalisées » qui consistent en 
échange des signaux lumineux, c.-à-d. en émission, réflexion et réception des 
signaux lumineux. Ce jeu de lumière nous fournira finalement des conséquences 
cinématiques intéressantes de la Relativité restreinte. 

Le point de départ de la méthode considérée est l'effet Doppler, d’après 
lequel la fréquence de la lumière captée par le récepteur est fonction du mouve- 
ment relatif de la source lumineuse et du récepteur. Ce mouvement s'effectue 
le long d’une ligne droite xx’ et détermine ainsi l'effet Doppler longitudinal 
(voir le paragraphe 48). 

La variation de la fréquence détectée dans le repère K’ par rapport à la 
fréquence mesurée dans Æ, où la source lumineuse est immobile, implique les 
raisonnements suivants. Si depuis quelque point du référentiel Æ un radar 
immobile émet des impulsions de courte durée de période T, l’observateur du 
repère Æ’, qui s'éloigne du radar à la vitesse constante, trouvera que l'intervalle 
entre les signaux lumineux reçus sera autre quoique l'horloge du radar et celle 
de l’observateur marchent au même rythme. 

Pour plus de simplicité, on parlera, au lieu du radar et du récepteur, de 
deux observateurs À et A’ immobiles dans Æ et K” respectivement. Ainsi donc, 
si l'observateur À envoie des signaux lumineux avec un intervalle de temps 7, 
l'observateur 4’ les recevra avec un intervalle de temps différent. Désignons ce 
dernier par kT. Il apparaît ainsi le facteur k qui est à la base de la méthode con- 
sidérée. 

Soulignons que les intervalles T et ÆT sont mesurés entre l'envoi (récep- 
tion) du premier et du second signal par les horloges des observateurs À et 4’ 
immobiles dans X et K” respectivement. 

Les propriétés fondamentales de l’espace et du temps, à savoir l'isotropie 
et l'homogénéité, permettent d'admettre que le facteur k ne dépend ni des coor- 
données de la source et du récepteur, ni du temps de l'émission et de la récep- 
tion du signal, ni de la direction des signaux (en d’autres termes, la direction 
de l’axe commun xx’ dans l’espace peut être choisie arbitrairement). Ce coefti- 
cient ne dépend non plus de d'intervalle séparant les signaux voisins. Il ne 
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dépend que de la vitesse relative des observateurs À et 4’. En effet, la varia- 
tion de la fréquence de la lumière due à l'effet Doppler ne dépend que de la 
vitesse du mouvement relatif (voir le paragraphe 48). 

La cause physique de l’apparition du coefficient X est bien évidente. Sup- 
posons que l’observateur À se trouve à l’origine du référentiel K et envoie des 
signaux lumineux vers l’observateur 4’ situé à l’origine du repère X'. Le sys- 
tème X’ s'éloigne à droite par rapport au repère K. Admettons que le premier 
signal soit envoyé à l'instant ft. Il n’est pas alors difficile de déterminer l’ins- 
tant t, de la réception de ce signal par l’observateur 4’ d’après l’horloge À. 
En effet, le signal, cheminant à la célérité c, doit parcourir, au bout du temps 
T1, premièrement, le chemin V-t qui séparait les observateurs À et 4’ à l'instant 
t et, deuxièmement, la distance V.T, que parcourra l’observateur 4’ au bout du 


temps T4: cm = Vi + Vu, d'où ti — t. Le second signal est émis à l’ins- 


c—V 
tant t + T et il parviendra à À’ en >, qui s'obtient de la relation: cTt2 — 
= V(i+ T) + Vr, d'où Tv — Es La différence T:— T1 — : 5 
montre l’intervalle de temps entre Les réceptions des signaux successifs par l’ob- 
servateur A’. Cependant, ce n’est point l’expression pour #4. Le coefficient k 
ne peut apparaître qu'après avoir déterminé l'intervalle de temps séparant deux 
réceptions successives des signaux d’après l'horloge de l’observateur A’. 

Jusqu'ici, nous nous sommes appuyés seulement sur l’homogénéité et 
l'isotropie de l’espace-temps. Dès maintenant, on utilisera très souvent la 
constance de la vitesse de la lumière dans le vide dans tous les référentiels d’iner- 
tie. Cette condition peut être formulée très simplement : « la lumière ne peut 
dépasser la lumière ». Ci-dessous, on utilisera manifestement l’équivalence de 
tous les observateurs inertiaux. 

Nous avons admis que les signaux envoyés par l’observateur 4 avec l’in- 
tervalle de temps T parviennent à l’observateur À’ (d’après sa montre) avec 
l'intervalle £T. En vertu de l’équivalence des observateurs, nous devons adop- 
ter que les signaux émis par À’ avec l'intervalle 7’ arrivent à À avec l’inter- 
valle #7’. C’est bien l’application du principe de la relativité à deux observa- 
teurs inertiaux À et À’. 

Nous allons trouver l’expression explicite du facteur k en fonction de la 
vitesse du mouvement relatif. On n’aura besoin que de quelques expériences 
idéalisées liées à l’émission, à la réception et à la réflexion des signaux lumi- 
neux. La réflexion peut s’interpréter comme l'émission du signal par l’« obser- 
vateur » dans le sens inverse au moment même de la réception du signal direct. 

Supposons que le premier signal soit envoyé par l’observateur À vers À’ 
à l'instant où les repères X et K’ coïncident. Les observateurs À et 4’ rattachés 
chacun à son référentiel se trouvent à cet instant en un même point. 

La transmission de ce signal de À à A’, tout comme celle du signal inverse 
de 4’ à À, ne prend aucun temps. Au bout de l’intervalle de temps 7, À envoie 
un signal lumineux fixé par son horloge vers l’observateur À’ qui reçoit ce 
signal dans l’intervalle ÆT après la réception du premier signal. Après avoir reçu 
le second signal, l’observateur À’ envoie immédiatement un signal lumineux 
vers À ; il peut aussi bien se servir de la réflexion sur miroir. D’après l'horloge 
de l’observateur 4’, deux signaux sont séparés par l'intervalle de temps XT. 
Les retours des signaux de A” à À seront donc séparés par le même intervalle de 
temps. Mais l'observateur À ne les recevra pas dans l'intervalle de temps 4T'; 
pour lui, l'intervalle sera 4 Îois plus grand: £2T. Donc, d’après la montre 4, 
le second signal de retour sera reçu à l'instant 427. Il vient alors que, selon 
l'observateur À, le chemin du second signal (envoyé à l’instant T) vers l’obser- 
vateur 4’ et son retour prendront un temps Æ?T — T — (k? — 1) T. La vitesse 
de la lumière étant égale à c dans les deux sens, le temps mis par la lumière 


pour parcourir la distance de À à 4’ (ou du retour) est égal à = (4—1) T.Ilen 


246 Théorie de la Relativité restreinte 


vient clairement que la distance entre À et À’ (fixée à l'instant de réflexion) 


déterminée par la méthode de radar est égale à 5 (k2 — 1) Te. 


D 


Ainsi, nous avons mesuré la distance entre les observateurs À et A’ à l’ins- 
tant de réflexion du signal. Mais à quel instant la réflexion a-t-elle lieu selon 
l'horloge À ? Remarquons qu’il s’agit de l'horloge contiguë à l'observateur 4, 
tandis que l'événement (la réflexion au point 4’) est considéré en un point 
éloigné de À. Dans ce cas, la mesure directe du moment de réalisation de l’évé- 
nement n’est plus possible et l’on doit attribuer à ce dernier un certain moment 
de temps. 

Or, la vitesse de la lumière est la même dans les deux sens. Le second si- 
gnal a été envoyé à l'instant T et son retour est fixé à l'instant 427. Il en vient 


que l’instant de réflexion se déduit comme suit : _ (T + RT)= + (k2+ 1) T. 
Au bout de l'intervalle de temps _ (x? + 1) T l’observateur À’ s'éloigne de la 


. 1 
distance D (4? — 1) Te de l’observateur À, ce qui veut dire que la vitesse rela- 
tive V des observateurs est égale à 


(k2—1)Te 


(&2+1)T 


ou en notation habituelle B=—_: 


B=-— . (1) 
D'où *) 


1+B 
k= TH. (2) 


Si la vitesse relative (la quantité B) change de signe, le nombre k est rem- 
placé par T d’après la formule (2). Ainsi, pour une même valeur absolue de la 


vitesse relative, à l'approche ou à l’éloignement correspondent les valeurs in- 
verses de k. 

Considérons maintenant le cas de trois repères X, X’ et K” dont les ori- 
gines respectives O, O0’ et O0” sont occupées par trois observateurs. Soit k — 
— k (4, À’) le facteur caractérisant le couple d’observateurs À et 4’. Il ne 
dépend que de la vitesse relative V des repères X et K'. Si la vitesse relative des 
observateurs 4’ et 4” est égale à W, le facteur 4 — k (4A', A") ne dépend que 
de W. Peut-on trouver k (A, A”) si k (A, A’) et k (A’, A”) sont connus? 

Supposons que l’observateur À envoie deux signaux lumineux séparés par 
l'intervalle de temps T mesuré à l’aide de son horloge. L’observateur À’ les 
recevra séparés par l'intervalle 4 (4, A’) T, comme il vient de la définition du 
facteur k. La fixation du temps s'effectue ici d’après l’horloge A’. L’observa- 
teur A” est plus éloigné de À que 4’ et les signaux, une fois A’ passé, se propa- 
gent vers A”. Quand le premier signal de À arrive à l'observateur 4’, celui-ci, 
sans tarder (rien d'étonnant car c’est une expérience idéalisée) envoie lui-même 
un signal vers A”. Les deux signaux: l’un émis directemet par À et l’autre 
envoyé par À’, se propagent maintenant vers A”. Les deux signaux sont lumi- 


*) Cette formule définit la variation de la fréquence de la lumière lors de 
sa réflexion sur un miroir mobile (voir le paragraphe 51). 
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neux, cheminent à la même vitesse et sont envoyés de À’ au même instant. Pra- 
tiquement, ils voyagent comme un seul signal. 

L'observateur 4’ effectue la même opération au moment de l’arrivée du 
second signal de À. De nouveau, de À vers À” se propage un signal composé de 
deux impulsions lumineuses : l’une envoyée par À et l’autre par A4’. 

L’observateur 4” recevra deux signaux. D'une part, d’après sa montre, 
il trouvera pour l'intervalle de temps entre les arrivées de ces signaux l’expres- 
sion suivante : 

k (A, A”)T. 


D'autre part, les mêmes signaux envoyés par l’observateur A’ étaient séparés 
par l'intervalle de temps k (4, A’) T. L’observateur 4” trouve que l'intervalle 
de temps entre les arrivées de ces signaux est égal à 


k (4', A"):k(A, AT. 
Or, les signaux de À et de A’ ont atteint À” simultanément, par suite: 
k(A, A")= k(A, A'):k(A', A") 


Le résultat est remarquablement simple. Si l’on connaît les facteurs k de 
deux couples de référentiels comprenant un référentiel commun, on peut déter- 
miner le k inconnu des deux autres repères par simple produit des facteurs k 
connus. 

Les raisonnements ci-dessus montrent clairement que les moments de 
réalisation des événements et les intervalles de temps entre les événements 
varient selon les observateurs. En effet, revenons à l'exemple étudié de l’échan- 
ge des signaux lumineux entre les observateurs À et A’. Rappelons que le pre- 
mier « échange » des signaux se fait au moment où les observateurs se trouvent 
dans un même point. Ce même moment correspond à la mise à zéro des horlo- 
ges À et A’. Ensuite À envoie un signal vers À’ dans l'intervalle de temps T 
d'après sa montre; par définition, l'intervalle séparant les réceptions du pre- 
mier et du second signal par l'observateur A’ est égal à ÆT. Pourtant, l’obser- 


vateur À attribuera à l'arrivée du signal en À’ le moment —- (42 + 1) T. Donc, 


A est convaincu que les signaux séparés par l'intervalle de temps T arrivent en 
A' avec l'intervalle égal à 5 (42 + 1) T. On a déjà vu que d’après la montre 


A' le même intervalle est égal à 4T. Ainsi, les intervalles de temps séparant 
les mêmes événements, arrivées du premier et du second signal en 4’, sont 


différents : pour 4’, il est égal à XT, pour À à _ (k2 + 1) T. On a trouvé, par 
conséquent, que le moment de réalisation de l’événement (arrivée du second 
signal) est relatif, car il est égal à kT pour À’ et à - (42 + 1) T pour 4. L’inter- 


valle de temps du couple d'événements diffère, lui aussi, pour À et A’. Cela veut 
dire que le moment de réalisation des événements et l'intervalle séparant ces 
événements sont des grandeurs relatives. Elles deviennent absolues dans le cas où 


kT — (+ 1,7, 
soit pour # — À ou, encore, comme il vient de (2), pour 7 — 0, comme il se 
doit. 

Le temps propre. La méthode du facteur k permet aisément d'établir la 


relation existant entre l'intervalle de temps d’un couple d'événements ayant 
lieu en un même point d'un repère (le temps propre) et donc fixés par une même 
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horloge et l'intervalle de temps du même couple d'événements fixés par l’hor- 
loge d’un autre repère où les événements considérés affectent les différents points. 

Revenons à l’échange de reflets de lumière. Si À émet des signaux séparés 
d’après sa montre par l'intervalle 7, d’après la montre de 4’ ils sont 
séparés par l'intervalle XT. Nous avons déjà vu que du point de vue de 4, 


cet intervalle est égal à (k2 + 1) T. Le rapport entre ces grandeurs nous four- 


nit justement la relation entre le temps propre At — ÆT et le temps At mesuré 
par deux horloges d’un autre référentiel (le fixage par deux horloges est équi- 
valent à ce que nous attribuons le moment à l'événement éloigné de l'horloge 
d’une certaine distance *))}. Ce rapport vaut 


AT kT 2k V2 
ARE Te ee 0 + NO LA TT 
At LE+UT k2L1 c2 


où, dans la dernière expression, on se sert de (1). L’intervalle de temps propre 
entre les événements est toujours minimal. 


Relativité des longueurs des règles (des distances). Soient deux points 
immobiles du référentiel où l’observateur 4’ est au repos. Supposons que ce sont 
les extrémités d’une règle (cette supposition n’est pas, d’ailleurs, obligatoire). 
Admettons que la règle s'éloigne de l’observateur À ; l’observateur 4” se trouve 
à l'extrémité la plus proche de À (n'oublions pas que la règle suit la direction 
de la vitesse relative). 

Pour mesurer la longueur de la règle, l'observateur À envoie un signal à 
l’instant f, (indiqué par sa montre) et attend le retour de ce signal après sa ré- 
flexion sur l'extrémité éloignée de la règle. Soit {, ce moment d'arrivée (d’après 


l'horloge A). L'instant de réflexion du signal est évidemment égal à > (és + ti). 


De facon analogue on envoie le signal vers l'extrémité proche (disons à l’ins- 
tant #) et on le reçoit réfléchi (disons à l’instant #3). L’instant de réflexion du 


Q LC # « { # 
signal par l’extrémité proche est égal à + (t> + t3). Pour que les deux ré- 


flexions soient simultanées (selon l'horloge A) il faut que 
{ 1 
7 (th) (rt ts). (3) 


Dans l'expérience idéalisée cette égalité est assurée par un choix conve- 
nable des instants d'émission du premier et du second signal. 

L’observateur À’, situé à l’extrémité proche de la règle, reçôit Le premier 
signal de À à l'instant kt4 (rappelons que les origines de temps de À et À” coïn- 
cidaient lorsque les observateurs étaient au même point). Réfléchi sur l’extré- 
mité éloignée de la règle, le signal qui arrive en À à l'instant #, passera A’ à 


l'instant <t . En effet, le signal reçu par A’ à l'instant . atteindra À à l'instant 


l 
LR — ge 


k 

Du point de vue de l’observateur 4’, la longueur double Z, de Ia règle est 
égale au produit de l'intervalle de temps, nécessaire à la lumière pour arriver 
à l’extrémité éloignée et revenir, par la vitesse de la lumière, c.-à-d. 


Apt 
— | ——kt Je : 4 
(mi) (4) 

*) Il est facile de voir l’équivalence de L’« attribution » du moment à un 
événement éloigné et à la synchronisation des horloges préliminaire. Le « mo- 
ment attribué » est exactement celui que marquerait l'horloge placée au point 
affecté d'un événement et synchronisée avec l'horloge de l’origine de référence. 
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La relation entre #& et t: découle de la définition du facteur k: 
t3— Kio. (2) 


La longueur de la règle mesurée par À est la différence des distances entre 
l'observateur À et les extrémités éloignée et proche de la règle, à condition 
que ces distances soient déterminées simultanément. L'égalité (3) assure cette 


condition. La distance entre À et l'extrémité éloignée est égale à 7 ( —th)ce 


+ 1 
et celle entre À et l’extrémité proche vaut 5 (t3 — t2) c. Donc, À prend pour la 


longueur Z de la règle la quantité 
À 
= {Ga th) — Us —io)} ce. (6) 


Les expressions (4)-(6) permettent de trouver la relation entre Z et Lo. La 
formule (3) fournit #, = to + t3 — t,. En portant l'expression de #, dans le 
premier membre de (4) et compte tenu de (5), on a: 

C (= kt | C (RCI Eat EQ 

TE UT x) — NE ie Ar Un A PS 


Fo k a k 


c k2+11 
Sr (7) 
Comme, selon (3), to — ty = t — ts, il vient de (6): 


(lo — ts) + (tits) (i—ts) —(f3—tr) _ 1 
je 


2 14 
Il s'ensuit que (7) peut se mettre sous la forme Lo LES . Maïs, con- 


— V/1-—B?. Donc, on est ramené à nouveau à 


formément à (2), on a 
la formule (ITT, 1): 


2k 
k24+1 
ll Vi—BZ. 


Déduction de la transformation de Lorentz par la méthode du facteur K. 
Soient deux repères Æ et K' dont les observateurs À et 4’ enregistrent le mé- 
me événement. Les origines de temps des deux Systèmes sont choisies de façon 
que t — &’ — 0 lorsque les origines O et O’ coïncident. Ensuite, à l'instant #, 
l'observateur À envoie un signal à 4’ qui le reçoit (d’après son horloge) à l’ins- 
tant #; ; le signal envoyé par À chemine plus loin accompagné du signal trans- 
mis par 4’ à l’instant de réception du signal de À. Au fait, il ne s’agit que de la 
propagation, le long de l’axe des x, d’un seul signal composé de deux. Suppo- 
sons que l'événement P consiste en arrivée de ce signal dans un certain point ou 
que. celle-ci coïncide avec la réalisation d’un certain événement. A ce point le 
signal est renvoyé (soit par réflexion, soit par l’émission d’un nouveau signal à 
l'instant de l’arrivée du premier). Il rencontre d’abord l'observateur 4’ qui, 
à cet instant #, lui adjoint son propre signal vers 4. Maintenant c’est déjà 
depuis À’ que se propage un nel composé de deux. Celui-ci est reçu par À à 
l'instant to. 

Les coordonnées de P, d’après l’observateur À, sont calculées de la façon 
suivante. Le temps t n’est qu’une demi-somme des temps de l’envoi et de la 
réception du signal, la vitesse de la lumière étant la même sur tout le parcours 
aller et retour : 


= (ht) (8) 
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La distance du point affecté de l'événement est déterminée en multipliant 
la vitesse c de la propagation du signal par le temps aller qui est la moitié du 
temps total mis au parcours aller et retour. Le signal décrit une boucle au bout 
de temps ét: — #, c'est pourquoi, la coordonnée x est donnée par l'observateur 
À comme suit: 


1 
T— (i2—th)c. (9) 
Les formules (8) et (9) fournissent 
TL "A 
hi, mit. (10) 
De même, l’observateur A’ trouvera 
sn 0  S 
Gt, b=t+—. (11) 


Comparant les intervalles entre les échanges de signaux et compte tenu de 
la définition de k, il vient: 


ti—0—k(ty—0), ta —0—% (45 —0). (12) 
En remplaçant # et &, conformément à (10) nous obtenons 
7 € Lx 
——=k ( ue | ; (13) 
x NT | no de, 1 x 
En faisant le produit croisé des égalités (13) et (14), on obtient immédiatement 


que la quantité 
x'2 x2 


HR = 


c2 c2 


se conserve dans tous les référentiels d'inertie, i.e. qu’elle est un invariant. (13) 
et (14) donnent 


,_ +4  k2—1 | 
RE DT En) 
“A Fe D on cel. (16) 


En utilisant les définitions (III, 7), exprimons les facteurs dans les transforma- 
tions (15) et (16) au moyen de let B: 


R24A k2—1 
DE 2k 
Ainsi donc, on a retrouvé la transformation de Lorentz (II, 8): 
x = T(x — Vi), 


RE ( 5 <) : 


= TE. 


c2 


Il est à noter que les expériences idéalisées, dont on se sert dans cette déduc- 
tion, ne limitent en rien les événements analysés et la déduction présentée 
est donc générale. 


CHAPITRE IX 


PARADOXES DE LA RELATIVITÉ RESTREINTE 


Le mot « paradoxe » a plusieurs significations. L’une d'elles 
sous-entend un point de vue original qui est contraire à l'opinion 
commune. Cela s'applique exactement aux paradoxes de la Rela- 
tivité restreinte, dont les bases mêmes (concepts du temps et de 
l’espace) s’écartent des notions usuelles solidement plantées dans 
notre esprit par l'expérience journalière. Ces habitudes ont pris de- 
puis longtemps un caractère général et sont liées à ce qu’on nomme 
le « bon sens ». Ce dernier est, par ailleurs, un ensemble de nos 
préjugés, dont certains sont erronés. Le développement de la science 
exige la révision de maintes conceptions invétérées qui ne s'avèrent 
vraies qu'approximativement. La Relativité restreinte fournit 
l'exemple d’une telle critique. On croyait le temps absolu. Cette 
représentation était, d’ailleurs, suffisamment argumentée. La théorie 
de la relativité a montré que la mesure du temps est relative. Mais 
il est difficile de l’admettre psychologiquement, d'autant plus 
que cette relativité ne se relève que sous les conditions spéciales 
n’ayant rien de commun avec la vie coutumière. La relativité du 
temps, de la simultanéité et des intervalles de temps entre les événe- 
ments entraîne la relativité des longueurs des règles qui sont en 
mouvement relatif. Au point de vue du bon sens qui nous retient 
dans l’emprise du temps absolu, cela paraît paradoxal. Or, ce n’est 
point ainsi pour la physique de nos jours. La relativité de la durée 
est une conception moderne de la mesure du temps. C’est aussi la 
conclusion à laquelle conduit le matérialisme dialectique procla- 
mant que le temps, en tant que réalité objective liée à l’existence 
de la matière, peut dépendre du mouvement de celle-ci. 

Les effets « paradoxaux » de la cinématique relativiste sont 
bien connus et font depuis longtemps l'objet de vulgarisation. Il 
s’agit de la relativité des longueurs des échelles (« contraction » 
des longueurs), de la relativité de la simultanéité et de la distance 
de deux événements, de la relativité des intervalles de temps entre 
les événements. Ces cas ont été détaillés dans les paragraphes 16, 
47 et nous n’y reviendrons plus. Au paragraphe 97 nous nous arrê- 
tons sur le problème de la masse au repos nulle ; dans les paragraphes 
99 et 60 seront donnés quelques paradoxes de la Relativité restreinte. 
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97. Masse au repos nulle. On a déjà rencontré quelques exem- 
ples où la masse au repos était nulle. Citons, à cet égard, le cas d’une 
onde plane limitée (train d'ondes) et celui d'un photon. Il paraît 
que la particule la plus pénétrante, neutrino, s’y rapporte également. 
Il a été déjà mentionné que la matière possédant la masse au repos 
finie est équivalente à celle dont la masse au repos est nulle. Ces 
formes de la matière se transforment mutuellement. Voici quelques 
exemples d’une telle transformation. Envisageons, par exemple, 
la création par des quanta y (photons à haute énergie) des couples 
« électron-positron » et la réaction inverse se produisant au cours 
de la collision de l’électron avec le positron (cette réaction est connue 
sous le nom un peu démodé d’« annihilation » des particules). Pen- 
dant la réaction, les particules ayant la masse au repos finie cessent 
d'exister en donnant lieu aux deux photons. Le trait essentiel de cette 
réaction est qu’elle vérifie les principes de la conservation de l’éner- 
gie et de l’impulsion. Les photons (particules sans masse au repos), 
aussi bien que l’électron et le positron (particules ayant la masse 
au repos finie), possèdent l'impulsion et l'énergie déterminées. 
Les sommes des grandeurs correspondantes se conservent au cours 
de cette réaction ; la réalité objective (photon) est caractérisée par son 
impulsion et par son énergie. 

Considérons la collision de l’électron avec le positron dans Île 
référentiel du centre d'inertie de ce couple de particules (qui s’y 
meuvent l’une à la rencontre de l’autre avec les vitesses v, et vo 
égales mais de sens opposé). Le principe de la conservation de l’éner- 
gie s’écrira sous la forme 


ONE) 


Cette égalité traduit le fait que + totale de l’électron et du 
positron est égale à l’énergie de deux photons créés. Compte tenu 
de ce que dans le système du centre d'inertie v, = v:, il vient pour 
la fréquence des photons observés : 


mo 
OR VIZR : (2) 


L'égalité des énergies des photons naissants découle du principe 
de la conservation de l’impulsion. En effet, les impulsions des pho- 
tons sont égales en valeur absolue (mais de sens opposé) et l’impul- 
sion du photon est proportionnelle à son énergie. 

La valeur inférieure de la fréquence observée (v — 0) est en bon 
accord avec l'expérience. La formule (1) sert surtout à illustrer 
l’inutilité de l'introduction de la masse du photon. En divisant 
les deux membres de (1) par c?, nous obtenons le principe de la con- 
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servation de la « masse »: 


qui n’ajoute rien à la signification de la formule (1). 

Voici encore un exemple de la transformation de la matière 
dont la masse au repos est nulle en une matière usuelle. Il s’agit 
de l’échauffement des corps par les rayons du Soleil. Le corps absorbe 
des rayons solaires (photons) et acquiert une certaine quantité de 
chaleur AQ, ce qui fait accroître sa masse au repos de 


Am— 2° 
C 

Ainsi donc, la lumière dépourvue de masse au repos augmente celle 
d'un autre corps. 

Certes, il ne s’agit pas ici de la transformation de l’« énergie » 
en « masse ». C’est la transformation d’une forme de la matière en 
une autre en conformité avec les principes de la conservation de 
l'énergie et de l'impulsion. 

Une autre question se pose: de quelle masse s'agit-il lorsqu'on 
parle de la masse au repos nulle? Il faut, en principe, distinguer 
la masse d'inertie de la masse d'attraction d’un corps. La masse 
du principe fondamental de Newton (qui est en liaison directe avec 
le principe d'inertie) s'appelle masse d'inertie. Elle détermine l’ac- 
célération d’un corps donné soumis à l’action d’une force. C’est 
aussi à Newton qu'on doit la loi d'attraction universelle. Celle-ci 
établit l'expression pour la force de gravitation qui s'exerce entre 
deux corps : deux corps de masses m, et m, et distants de r qui dépas- 
se de beaucoup les dimensions des corps s’attirent avec la force 
définie par la formule écrite à gauche (G est la constante de la gra- 
vitation universelle): 


mam 
F-G—, ma= F. 


À droite, nous avons écrit le principe fondamental de Newton. 
Nous nous sommes familiarisés avec ce que la même masse entre 
dans les deux lois au point que la mise en question de l'identité 
de ces masses paraît un peu déplacée. Or, il s’agit des phénomènes 
qui, de prime abord, ne sont point liés entre eux. L’attraction et 
l'inertie pourraient être définies par diverses constantes caracté- 
“risant les corps matériels. Mais cela ne s’est pas confirmé. À la fin 
du XIXE siècle, Eôtvôs effectua des expériences reprises en 1961 
avec une précision plus élevée par Dicke et, enfin, avec une pré- 
cision encore plus poussée, par V. Braguinski, qui montrèrent que 
la masse d'attraction est proportionnelle à la masse d'inertie ou même 
égale à cette dernière pour un certain choix des unités. Cette circons- 
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tance témoigne des liens étroits entre les lois de la dynamique 


(propriétés d'inertie) et les phénomènes d'attraction. 
Rv 


Quelle masse confère-t-on au photon par la formule mpn = TZ? 
Il est absurde de parler de la masse d'inertie du photon, car il ne 
peut être ni accéléré, ni freiné, il se meut dans le vide à la vitesse 
constante c. Il s’agit peut-être de la masse d'attraction. Sous cette 
optique on considère parfois la déviation des rayons lumineux dans 
le champ de corps massifs célestes comme résultat de l'attraction. 
Mais, lors de l’analyse de ce phénomène du point de vue de la théorie 
newtonienne, la masse du photon s’élimine tout simplement *). 
On arrive parfois, par l’entremise de la masse du photon, à obtenir 
la formule du déplacement vers le rouge des raies spectrales. Voici 
ces raisonnements. Le déplacement d’un photon de lumière dans 
un champ de gravitation a pour conséquence le changement de l’é- 
nergie potentielle du photon, donc, la réalisation d’un travail. 
Soient 1 et 2 les potentiels de deux points rapprochés d’un champ 
de gravitation et € l'énergie du photon. Le principe de la conserva- 
tion de l'énergie donne: 


dé = Mpn (P2 — 4); 
hv 
comme 6 — ÀV, Mph = 5» ON à 


d { 
= 5 (pe — pi). (3) 


L'expression (3) représente la formule du déplacement vers le rouge 
des raies spectrales déduite par Einstein. Elle traduit le déplace- 
ment vers le rouge des fréquences lumineuses lors du passage de la 
lumière des régions à faibles potentiels du champ de gravitation 
aux régions avec les potentiels élevés (rappelons que les potentiels 
sont négatifs dans un champ de gravitation). Mais ce résultat 
ne justifie nullement l'introduction de la masse du photon. C’est 
que tous les raisonnements cités revêtent un caractère purement 
formel. En réalité, la variation de la fréquence du photon est liée 
au différent écoulement du temps aux points dont les potentiels sont 
différents. La déduction de la formule (3) se base précisément sur 
ces faits qui relèvent du domaine d'application de la théorie de la 
relativité générale, concernant la propagation de la lumière dans 
les champs de gravitation. 

En résumé, disons que toute particule est caractérisée par sa 
masse au repos. C’est pourquoi, la masse au repos nulle caractérise 
le photon avec autant de droit que la masse mo — 91078 g le fait 


*) Gravitation and relativity. Ed. by Hong-Yee Chin and William F. 
Hoffmann. New York-Amsterdam, Benjamin, 1964. 
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pour l’électron. L'introduction de la masse du photon mpn est 
superflue. Les particules, quelle que soit leur masse au repos, y 
compris la masse au repos nulle, existent objectivement et repré- 
sentent une réalité physique. 

La transformation mutuelle des particules est régie par certains 
principes de la conservation (de l'énergie, de l’impulsion et par 
d’autres lois spécifiques de la transformation mutuelle des parti- 
cules). Maïs il n’existe pas de loi de la conservation de la masse 
au repos. 


98. « Equivalence » de la masse et de l’énergie. Dans le cha- 
pitre IV, nous avons introduit le quadrivecteur énergie-impulsion 
(IV, 30) pour un point matériel libre: 


P P; — é) (4) 
où p = moyv. Si dans le référentiel K° l'impulsion du peint Po S’an- 
nule, le quadrivecteur P devient plus simple: P° (0, — = Eo). Con- 


formément aux transformations des quadrivecteurs on le repère 
K, on a: 


D — 2  V, 6 — T'éo. (5) 


Les formules (5) sont a aux formules (IV, 39) où l’on a changé 
les notations et le signe de PV. La comparaison de la première formu- 
le (5) avec la définition de l’impulsion tridimensionnelle relativiste 
p = Mol V (dans le présent cas y = l) impose: 


M=—- . (6) 


Autrement dit, la masse au repos d'une particule détermine son éner- 
gie dans le système de référence propre (1à où l'impulsion de la 
particule est nulle). Il en était déjà question au chapitre IV. 

Toutefois ces conséquences ont une portée plus généralisée et 
peuvent être étendues à un système de corps. On peut affirmer que 
tout système isolé ayant une énergie 6, dans son référentiel propre 
(où l'impulsion résultante P — ÿp est nulle) possède, d’autre 
part, la masse inerte: 

M5 = 60 ’ (7) 
où 60 est l'énergie totale contenue dans le système. Envisageons 
quelques exemples. 

1. Système isolé de n points matériels qui entrent en collisions 
élastiques (en physique classique, ce modèle correspond au gaz 
parfait). Désignons par m,’, m$” , ..., m9 les masses au repos 
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se 
des particules et par Do, v?, ...…, VA) leurs quadrivitesses dans 
le référentiel propre K‘°. Passons à un autre repère dont la vitesse 
relative suit l’axe des x. Les composantes tridimensionnelles des 
vitesses des points dans À se déterminent selon 


JE) Do + V JE) D V1—B2 0) VB? 
DU 0 
RE LE RE 
c2 c2 F c2 


(A) \ 2 
U 
à , 0 : 


ce. A) V : (2) 
+= 
en l’écrivant sous la forme: 
pt) l4 
vo = Ty (1+ ES) (10) 


L'impulsion résultante du système est la somme des impulsions 
des particules isolées : 


P= > ms y), 
et 
Po= D MG V0 06? = 0. 
Il vient alors: 
_- > my) — . au (ut), LV) = 


= [ > m$ y$ 00 + 5 me? y5 — _ PP. = _. r' 60 Ca a 
On trouve aisément que P, — P# — 0. En ce qui concerne la 


transformation de l'énergie, on a 
e — 5 mc? y — D mp c2ryf0 (1 + Lx, En) — 
À >” mc?) = Téo, 
puisque 
Ux, OV 
2 MECT PE ET TV D my 0 — 0, 
Par conséquent, pour le système isolé 


P=r# y, M, = 
C 


c2 ? 
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où V est la vitesse du centre d'inertie. Il en vient que la masse inerte 
du système M, est égale à _ Cependant, au point de vue de la 
C 


théorie cinétique, une partie de l’énergie € est représentée par la 
la chaleur. Ainsi donc, la masse au repos du système comprend non 
seulement les masses au repos des particules mais aussi leur énergie 
cinétique sommaire ; celle-ci n’est autre, du point de vue macrosco- 
pique, que la chaleur. La masse au repos du système tout entier a la 
forme suivante: 


ST û 
Mo GE » mp) = > LE D ‘ (11) 
Vi-(© 
Î= 
ei 
La masse au repos totale croît donc avec l’augmentation de l’éner- 


gie cinétique moyenne de chaque particule. 
On s’est limité à la considération du système de particules 


indépendantes et on à défini 80 — 2:mfc?y{® comme somme des 
énergies totales des particules (totales au sens de la somme de l’éner- 
gie au repos et de l’énergie cinétique relativiste). Il est clair que 
6 ainsi défini ne contient pas l'énergie de l'interaction des parti- 
cules du système. S'il y a l'interaction des particules, l'énergie 
60 doit comprendre également l'énergie de l'interaction des parti- 
cules (il faut seulement la savoir décrire), c.-à-d. on aura: 


Eo= D mo cy6 + Eint. 

2. Considérons le choc mou de deux corps. Tout comme au para- 
graphe 27, admettons que la masse au repos M, d’un corps unique 
résultant du choc mou ne soit pas égale à la somme des masses au 
repos m et m* de ces deux corps. Le principe de la conservation 
de l'énergie-impulsion s'écrit sous la forme quadridimensionnelle : 


mibu(D + mu = Moui, (12) 


où u; est la vitesse d’un corps unique formé au cours du choc. Les 
premières trois équations (12) pour i — 1, 2, 3 permettent de 
trouver trois composantes de la vitesse du corps unique. La quatrié- 
me équation (i — 4) se met sous la forme 


mb =}. mi2)p@ _ M oŸ: 


Dans le système de référence où le corps formé est immobile, 
on à 


1 2 
1:04) m2) 


(1) 2 
Vif) 
C 


17—039 
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et sous forme développée 
1 
Mo=-x {m(De? (y — 1) + me? (y) —1)} + m1) + me). 


L'expression de l’accolade est la somme des « énergies cinétiques » 
relativistes. Il s'ensuit que l'énergie cinétique relativiste s’est 
transformée en chaleur (ou en d’autres formes de l’énergie) tout 
en augmentant la masse inerte du système. Aïnsi donc, la mécanique 
relativiste rassemble dans le principe de la conservation de l'énergie 
non seulement l'énergie mécanique, mais toutes les formes de l’éner- 
gie. 
3. Envisageons maintenant un corps de masse au repos M, qui 
perd de l'énergie sous forme d’un rayonnement électromagnétique 
(lumineux). Supposons que le rayonnement soit à symétrie sphérique 
par rapport au corps émetteur de façon que l'impulsion résultante 
du rayonnement soit nulle. Admettons que cela se passe dans le 
référentiel X’. Passons maintenant au repère K. Considérons le cas 
où le rayonnement est émis au cours d’un intervalle de temps fini. 
Il en vient que l'impulsion et l'énergie du train d'ondes forment 
un quadrivecteur (voir le chap. VII). Si l'énergie rayonnée dans 
K” est égale à @,, on obtient immédiatement pour l’impulsion de 
rayonnement dans À: : 
p = T V. 

Mais l'impulsion du corps n’a pas changé durant l'émission. Le 
principe de Îa conservation de l'impulsion ne peut être respecté 
que s’il y a la variation de la masse au repos du corps. Soient À, 
la masse au repos avant l’émission, M, celle après l'émission. Le 
principe de la conservation de l'impulsion fournit 


MOV =TMV +TÉ y, 
soit 
M,=M,— © 
GET on” 


Ainsi donc, la masse au repos du corps a diminué de à 


Le résultat obtenu est indépendant de la forme qu'avait l’éner- 
gie éo avant l'émission. 


99. Paradoxe des jumeaux. Deux jumeaux habitent la Terre. 
Un jour l’un d’eux part faire un tour dans le cosmos. « L’horloge mo- 
bile retarde sur l’horloge immobile » (voir page 67). Si le voyageur 
cosmique retourne sur Terre, il sera plus jeune que son frère, que 
toute sa génération. Il se trouvera dans le futur! L’un des jumeaux 
deviendra plus jeune! Voyons de plus près ce qui est paradoxal 
dans ce voyage. 
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Peut-on appliquer les conclusions de la Relativité restreinte 
à des êtres vivants? Tous les processus de la vie sont régis par les 
principes généraux de la physique et de la chimie, donc il n’y a pas 
à douter sur légitimité des conclusions de la Relativité restreinte. 
Il est tout à fait indéniable que tout organisme vivant évolue en 
son temps propre mesuré d’après une « horloge » rattachée à lui; 
ce temps est donc celui d’un « processus localisé ». 

Imaginons un cosmonaute en mouvement rectiligne et uniforme 
relativement à la Terre. L’intervalle de temps entre les positions 
successives (événements) du voyageur cosmique mesuré par l’horloge 
« terrestre » est supérieur à l'intervalle de son temps propre. Or, 
il évalue son âge d’après son temps propre. Depuis le bord de son 
vaisseau il remarque que l'horloge terrestre avance sur la sienne. 
Peut-on en conclure que le cosmonaute vieillit plus lentement que 
son jumeau terrestre ? S'il en était ainsi, tous les principes de la 
Relativité restreinte seraient violés. Car, d’après les postulats 
d'Einstein, tous les systèmes inertiaux sont équivalents et donc 
indiscernables. La différence d'âge des hommes permettrait de dis- 
tinguer les systèmes inertiaux. En outre, il est impossible d’admet- 
tre que la mesure du temps propre dépend du référentiel inertial. 
Cela serait aussi incompréhensible que si la fréquence de la lumière 
émise par deux atomes identiques, situés chacun dans son propre 
référentiel d'inertie, n’était pas la même pour ces atomes. 

Mais qu'est-ce qui est incompréhensible alors? On raisonne 
habituellement de la façon suivante. Soit un corps au repos dans 
le repère K”. L’horloge qui se meut avec K’ indique les instants 
t, et À correspondant à deux événements. L’intervalle (# — #;) 
est l'intervalle de temps propre qu'il est naturel de désigner par 
At. Les mêmes événements observés dans X sont fixés à l’aide d’une 
paire d’horloges en deux points distincts de À aux instants #, et #.. 
L’intervalle de temps entre ces événements sera égal à AË — 13 — 4,. 
On sait que 


At=—Y 1—f2A1, (13) 


c.-à-d. l’intervalle de temps propre qui sépare les événements est 
intérieur à celui des mêmes événements fixé dans le système par 
rapport auquel le corps est en mouvement. 

Passons à l’âge des jumeaux. L’astronaute mesure son âge selon 
son temps propre Tt et son jumeau terrestre selon le sien. À l’instant 
t,, l’astronaute voit l'horloge du repère À marquer le temps #, et 
à l'instant t, il voit une autre horloge du même repère marquer le 
temps /. Or, toutes les horloges du système Æ sont synchronisées. 
Une horloge indiquant le temps 7, on voit toutes les autres horlo- 
ges marquer le même temps #. Ainsi, le point où resta le jumeau. 


terrestre correspond également à l'instant #. Donc, (f: — #,;) est 
l'intervalle de temps propre du jumeau qui ne quitte pas la Terre. 


17% 
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Et la formule (13) «rajeunit » d’un coup notre voyageur. Où est: 
alors la symétrie des systèmes inertiaux qui est la pierre angulaire 
de la Relativité restreinte ? Elle est, certes, présente, et il faut recher- 
cher une faute qui s’est introduite dans nos raisonnements. En raison 
de la relativité de la simultanéité, les horloges synchronisées dans 
un repère ne le sont point dans tous les autres. La quantité At ne 
représente point l'intervalle de temps propre pour le jumeau ter- 
restre. Faisons le calcul nécessaire. 

Soit une horloge III immobile 
à l’origine du référentiel K’ qui se 
déplace avec la vitesse V par rap- 
port à À. L’horloge I, synchronisée 
dans Æ, se trouve au point 1 =a 
et l'horloge II au point x: = b. 
Dans le repère X, l’horloge IIT à 
pour coordonnée x3 — Vt. Relevons 
les coordonnées de toutes les trois 


Fig. 36. Illustration de la symé- horloges dans le repère Æ: 


trie totale de deux référentiels d’i- LL ’ 

nertie par rapport au « ralentisse- din (pour l'horloge I), (14) 
ment » du temps. Dans tout repère, — l'horloge II). (145 
l'intervalle de temps propre entre #2 À (pour ASP B NEO CS 
un couple d'événements est infé- x, — Vt (pour l'horloge III). (16) 


D en fixés +. En portant (14) et (15) dans la 
paire d’horloges de tout autre re- formule de la transformation de 
PÈrSe Lorentz x = T' (x + Vf'}, on arri- 

ve à obtenir pour les ‘horloges 
l et IT leurs coordonnées dans le repère K” en fonction du temps 
t’ du même repère [voir (II, 48)l. En y ajoutant la valeur évidente 


de la coordonnée pour l'horloge TIT x, = 0, on obtient 


x, = —VE + + (pour l'horloge I), (17) 
z, = —V{ ++ (pour l’horloge ID, (18) 
2 —=0 (pour l'horloge ITT). (19) 


Quelles comparaisons des horloges sont réellement acceptables ? 
Primo, lorsque l'horloge IIT passe devant l'horloge I, on peut fixer 
les indications correspondantes des horloges en les désignant par 
t et t,; secundo, lorsque l'horloge III passe devant l’horloge IT ces 
indications sont désignées par # et {2 (fig. 36). Si les horloges ITI 
et I se confondent, elles se trouvent toutes les deux au point æ” = 0. 


, r b ; à 
Alors, selon (17), on a #, — TE et À, — T- En même temps il 


b : : ; ; 
vient de (16) #4 — _ b = 7 c.-à-d. 4 = lé, et fo = l',. Les 
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indications {, et {, appartiennent à deux horloges différentes mais 
synchronisées dans le repère X. Selon la règle de la synchronisation 
lorsque l'horloge II indique le temps #>, l'horloge I marque le 
même temps f. La différence (f — t:) décrit le temps écoulé dans 
K au bout duquel l'indication de l'horloge III varie de (#, — #;). 
Du point de vue du repère X, le rythme de l’horloge IIT correspond 
à la relation 


sen PORT 
tt —t)= (2 — 4) V1—B?, (20) 


ce qui est naturel vu que (#, — t;) est l’intervalle de temps propre. 
Comme 
lb—4|<]t—th|, 


l'horloge mobile, vue du repère K, retarde. Tout cela est, certes, 
bien connu. Faisons maintenant un pas décisif : il s’agit de comparer 
le rythme des horloges I et II de telle façon qu’il soit observé dans 
K'. Pour le faire, analysons le rythme d’une horloge quelconque, 
IT par exemple. Or, cette horloge ne possède qu’une seule indication 
directe, celle qui est rattachée au moment où l'horloge en question 
était en face de l'horloge III et indiquait le temps {> tandis que 
l'horloge III marquait le temps #. Toute autre indication est à 
calculer. On parvient alors à déterminer le point et l'indication 
de l’horloge IT, correspondant au moment où l’horloge I se trouvait 
en face de l'horloge III. Envisageons tous les problèmes du point 
de vue du système X’. Lorsque l'horloge III était en face de l’hor- 
loge I, elle indiquait le temps #, — TT . L'horloge II était distante 
b—a 


de l'horloge I de x —# = —— [voir (17) et (18)]. Mais lorsque 


l'horloge I était en face de l'horloge III, sa coordonnée fut x, = x, — 
—0. Donc, x — — est la coordonnée de l'horloge IT au moment 


où les horloges I et III coïncident. On parvient alors aisément à 
trouver l'indication de. l’horloge II en ce même moment. Intro- 
duisons dans la formule 


tr ("+3") 


les expressions , — TT et x, — — . Voici l'indication de 
l'horloge IT: 
, V b— V 
ÉTÉ +T = + (b— a). (21) 


Si les horloges I et IT avaient été synchronisées, elles auraient indi- 
qué le même temps. Elles ne le sont pourtant que dans K. Alors, 
du point de vue de Æ”, les horloges de À ne sont plus synchrones, 
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la différence d'indications 
ô—— (b—a) 
C 


s'accroît à mesure de l'éloignement respectif des horloges. Le même 
résultat est déjà obtenu dans le paragraphe 15. Comme dans le 
repère K on a b—a— Vi(t; — ti), l'indication de l'horloge II 
s'écrira £ — ty + = ({> — l1). En composant la différence du temps 
fixé {, et du temps calculé t, on aura 

b—i= (tt) & 
ou, conformément à (20), 

l—i= ie : 
Cela signifie au juste que l’observateur du référentiel X’ découvrira 
le retardement d’une horloge qui se déplace par rapport à lui. Ainsi, 
la symétrie totale des systèmes est démontrée. 

En principe, au sein des systèmes inertiaux, les gens qui se 
déplacent d’un mouvement relatif rectiligne et uniforme ne se 
rencontrent qu’une seule fois (pour un instant) pour se quitter 
à jamais. [ls n'auront plus de possibilité de comparer leurs âges. 
Pour se voir encore une fois, il leur faut, soit s'arrêter et changer 
la vitesse pour la contraire, soit se déplacer suivant une courbe 
fermée. Ces deux possibilités signifient le passage aux systèmes 
non inertiaux, mais alors toute la conception du monde est changée. 
Dans le cadre des systèmes non inertiaux, le voyageur peut revenir 
sur Terre moins vieilli que ses compatriotes. En principe le voyage 
dans l’avenir est possible. Mais ici il n’y a pas réellement de para- 
doxe. Primo, de quel avenir s'agit-il? Tout organisme a son pré- 
sent et son passé. Bien sûr, le voyage ni dans son passé ni dans son 
avenir n’est pas réalisable. Quand, après un tour dans le cosmos, 
vous retrouvez vos amis, c’est vous qui êtes le plus jeune. Donc, 
il s’agit plutôt du voyage dans le futur de ces gens. Secundo, est-il 
possible de retourner notre raisonnement et «rajeunir » ceux qui 
restent sur Terre ? Non, car le repère où reposent vos amis et celui 
des astronautes ne sont pas équivalents. Celui qui suivait dans son 
mouvement une courbe fermée ou changeait la direction de mouve- 
ment en subissant l’accélération ne vit plus dans le système inertial. 
Selon la théorie de la relativité générale, cela signifie que les voya- 
geurs subirent une action supplémentaire de la pesanteur. Il en est 
autrement pour ceux qui restent sur Terre. La Relativité générale 
affirme aussi qu’un couple d’horloges identiques placées dans le 
champ de gravitation ne sont plus synchrones si elles se trouvent 
aux points où l'intensité du champ n’est pas la même. Plus le champ 
de gravitation est intense, plus le rythme de l'horloge y est lent. 
Une horloge après l'accélération subit donc l’action gravitation- 
nelle plus intense que celle immobile dans un système d'inertie. 
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Cela explique le «ralentissement » du temps. Le problème sur le 
corps animé d’un mouvement uniformément accéléré en est une 
bonne illustration (voir le paragraphe 30). 

Enfin, est-ce que ce voyage dans l’avenir est compatible avec 
nos conceptions philosophiques? Pleinement, quelque extraordi- 
naire et paradoxal qu'il paraisse. Ce qui compte, c’est qu’il n’est 
point possible d'atteindre le passé pour influencer les causes des 
effets déjà accomplis. Vous ne pouvez pas trouver, dans le passé, 
votre jeune grand-père et le persuader de ne pas épouser votre grand- 
mère. Une telle possibilité n’est pas prévue par la Relativité, et 
le fait de la probabilité théorique du voyage dans l’avenir ne contre- 
dit pas nos conceptions philosophiques. 


60. Sur la vitesse de transmission du signal. Le mot « para- 
doxe » a encore-une signification. On entend par paradoxe une opi- 
nion inattendue qui semble improbable au premier abord mais qui 
est vraie dans une certaine mesure. Il y a des phénomènes qui parais- 
sent contredire les concepts fondamentaux de la Relativité restrein- 
te. Leur analyse est très utile. Il n’est pas de trop de rappeler que, 
depuis la parution de la Relativité restreinte, ses conceptions fon- 
damentales sont sujettes à des attaques acharnées (bien que, de nos 
jours, celles-ci deviennent moins nombreuses). Maints paradoxes 
ont été avancés pour démontrer l'insuffisance de la Relativité 
restreinte. Mais peu à peu avec le temps tous les paradoxes trou- 
vèrent leurs explications et la Relativité restreinte, confirmée par 
l'expérience et le temps, se montra comme une théorie cohérente 
et non contradictoire. 

Nous commençons par le problème de la vitesse de transmission 
du signal ou de l'information. Le point de départ de la Relativité 
restreinte consiste en affirmation que la vitesse de la lumière dans 
le vide est la vitesse maximale de la transmission du signal. 
Pourrait-on trouver dans la nature une vitesse qui la dépasserait ? 

Le premier exemple est tout prêt. Poussons une tringle abso- 
lument rigide. Ses deux extrémités se mettent en marche simulta- 
nément et je signal est transmis instantanément. Mais la faute 
réside dans l’énoncé. La nature ne connaît pas de corps absolument 
rigides. Tous les corps sont plus ou moins élastiques. Il en vient 
que le signal se propage d’un point du corps à un autre comme une 
onde élastique. La vitesse de cette dernière est dérisoire par rapport 
à celle de la lumière. Ainsi donc, la Relativité restreinte souligne 
qu'il n'existe pas dans la nature de corps absolument rigides. 

Pourrait-on alors obtenir quelque vitesse surpassant celle de. 
la lumière et apte encore à servir de propagateur de l'information? 
Rappelons à cet égard que la Relativité restreinte ne pose pas de 
limites à la vitesse en général mais qu'elle n’admet pas seulement 
Ja transmission du signal à la vitesse supérieure à celle de la lumière. 
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Cela implique bien sûr l'impossibilité de mouvement des corps 
matériels à la vitesse égale ou supérieure à c. Mais les êtres géométri- 
ques, les constructions artificielles physiques peuvent, bien entendu, 
se déplacer à la vitesse supérieure à c. 
Envisageons une droite AB orientée sous un angle ® par rapport 
à l’axe des x et qui est en translation rectiligne avec la vitesse V 
(fig. 37). Si, pendant l'intervalle 
$ dt, la droite couvre la distance 
, V di le long de la direction de la 
CC=W/Sin® translation, le déplacement du point 
+ d’intersection de la droite avec 
l’axe des x, i.e. le segment CC’, est 


r « Vdt e. Le « 
# égal à sr et, en unité de temps, à 


On peut considérer deux ti- 


sin Ÿ 
ges inclinées sous un même angle 
par rapport à l'axe des x et se 
déplaçant avec une même vitesse 
Fig. 37. Le point d'intersection de dans les directions indiquées sur 


deux tiges peut se déplacer à la vi- : : 
tesse supérieure à celle de la lu- la figure 57. Dans cotes leur point 
mière dans le vide c. Cependant, d intersection se déplacera à droite 


cette vitesse n’est liée à aucun si- . 4 — 
gnal et, par conséquent, il n'ya pas avec la vitesse no . Choisissant V 


de contradiction avec les concep- , 
tions fondamentales de la Relativi- 2SS0Z grande (V < c) et 1 angle Ù 
té restreinte. assez petit, on peut obtenir la 


vitesse du point d'’intersection des 
droites supérieure à c. Mais cela ne contredit pas la théorie rela- 
tiviste. D'une part, le point d’intersection des tiges n’est pas un 
corps matériel. D'autre part, ce point ne peut pas servir d’agent 
propagateur du signal, car il coïncide à chaque instant donné avec 
de nouveaux points formés sur les deux tiges (on ne peut pas « mar- 
quer » le point d’intersection). 

Et la rotation relativement lente d’un solide de grand rayon, 
pourrait-elle engendrer les vitesses supérieures à celle de la lumière ? 
La réponse y est négative. La dynamique des parcelles est définie 
par leurs vitesses linéaires. Plus ces parcelles sont éloignées de l’axe 
de rotation, plus leurs vitesses sont grandes, plus le moment d'iner- 
tie est grand et plus l’accélération angulaire est petite. La vitesse 
linéaire des points les plus éloignés ne dépasse pas non plus la vi- 
tesse c. Si la rotation d’un solide n'apporte pas de satisfaction, on 
peut essayer de faire tourner un rayon lumineux. Voici un schéma 
tout simple. Le rayon de lumière provenant de la source Z tombe sur 
un miroir à plusieurs faces, tournant à la vitesse angulaire ©. En 
fonction de la vitesse & et de la distance de l'écran, on peut obtenir 
un mouvement d’un « spot » lumineux (image de la source) à la 
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vitesse linéaire surpassant c. Mais cette vitesse n’est pas utilisable 
pour la transmission d’un signal (d’une information). C’est que 
chaque point de l’écran reçoit une nouvelle portion de l’énergie de la 
lumière renvoyée par le miroir et non par le point voisin de l'écran. 
Voilà pourquoi, la transmission d’une information d’un point de 
l'écran à un autre est impossible. On peut le montrer sur l’exem- 
ple suivant. Soit un miroir ellipsoïdal 
avec un miroir tournant dans un de ses 
foyers (fig. 38). Le rayon réfléchi sur le 
miroir passe toujours par le second foyer 
où on place un récepteur. Le spot qui 
se déplace sur le miroir représente 
une image de la source. Si le spot avait 
été une source mobile, on aurait observé, 
dans le second foyer, l'effet Doppler. On  . 
ne décèle rien de semblable, car le temps Fig. 38. Le « spot » réfléchi 
| sur le miroir tournant se dé- 
que met la lumière pour parcourir là  lace sur l'écran éloigné avec 
distance du miroir tournant au récepteur la vitesse supérieure à c. 
est toujours le même. Pourtant, il ne transmet pas 
La vitesse de phase d'ondes électro- de signal. 
magnétiques dans un milieu peut dépas- 
ser c. La vitesse de phase des ondes dans un milieu v se définit 
au moyen de la vitesse c et de l'indice absolu du milieu d’après 


la formule D =—. Il y a des cas oùn<iÂ et, par consé- 


quent, vu > c. Il va de soi que de tels cas se rapportent au milieu 
et aux fréquences déterminées des ondes électromagnétiques. Citons, 
à cet effet, le cas des rayons X durs pour lesquels n << 1 dans maïints 
milieux. Cela s’observe également dans le domaine de la dispersion 
anomale de la lumière, dans le plasma. Tous ces effets ne contre- 
disent point la Relativité restreinte. Celle-ci limite rigoureusement 
la vitesse de la transmission d'un signal, mais cette vitesse n’est 
pas définie par la vitesse de phase. Dans un milieu de dispersion, 
c.-à-d. dans le milieu où l indice absolu dépend de la fréquence 
de la lumière, un signal peut être envoyé au moyen des ondes élec- 
tromagnétiques, dont la bande de fréquence est assez étroite (un 
groupe d'ondes). La vitesse du signal est la vitesse de transmission 
de l'énergie par ce groupe; comme le montre une étude détaillée 
(voir la bibliographie) la vitesse de la transmission de l'énergie 
(« amplitude de groupe ») est définie par la vitesse de groupe. Mais 
celle-ci est toujours inférieure à c, sauf le cas de la dispersion ano- 
male où formellement la vitesse de groupe surpasse c. Toutefois 
la notion de vitesse de groupe, ainsi que celle de vitesse du signal, 
y perdent leurs significations. En résumé disons que les processus 
ondulatoires ne permettent de transmettre le signal qu'avec une 
vitesse inférieure à c. 
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61. Paradoxe du levier. Ce paradoxe surgit lors de l’applica- 
tion des relations relativistes aux conditions d'équilibre d’un levier 
usuel. Au premier coup d'œil, les conclusions paraissent bien étran- 


= 0y1- 2° 
de CE A 


0 
FFF 


a) b) 


Fig. 39. Paradoxe du levier. Si dans le repère X® le levier est en équilibre, le 
moment résultant des forces est nul ; le même levier, observé depuis le repère 
K, est soumis à un moment de forces différent de zéro, comme il vient des for- 
mules de la transformation des longueurs et des forces. La Relativité restreinte 
explique de façon élégante pourquoi le levier est également au repos du point 
de vue de repère Æ (voir le texte). 


24 


ges. Mais une analyse approfondie nous conduit à les considérer 
comme vraies et ayant une explication digne de foi. En quoi con- 
siste donc ce paradoxe? 

Un levier en équilibre est au repos dans le système Æ°. Son 
équilibre est assuré par l'égalité des moments dans X° de deux 
forces F} et F7 dirigées chacune suivant l’axe correspondant : 


Fa = Fil; (22) 


les moments des forces F£ et F7} sont opposés (fig. 39). 

Le même levier peut être observé depuis le repère K, par rapport 
auquel le levier, considéré comme un tout, se meut avec la vitesse 
V. En composant les expressions du moment de la force F, et de 
celui de la force F, en X nous découvrons qu'ils ne sont plus égaux 
et, par conséquent, un moment résultant agissant sur le levier dif- 
fère de zéro. En effet, conformément aux formules de la transforma- 
tion des longueurs (III, 1) et des forces (IV, 38) 


Fr, F,=F,V1—B?, 
L=UVIi—B?, 1,=0. 


La différence des moments des forces F, et }, crée dans le repère 
K le moment de rotation: 


L=Fly-Fl= FU —-(A—B9 Fi BEI —B'F,l,, (23) 
où l’on a utilisé (22). Certes, il aurait été bien étrange de voir le 


levier se mettre en mouvement à cause du changement de position 
de l'observateur. Mais la Relativité restreinte ne l’affirme point. 
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Donnons d’abord une explication élémentaire. On s'attend 
d'habitude à ce que le moment d’une force provoque une rotation 
en augmentant par cela l'impulsion angulaire du système. Dans 
ce cas, le moment d’une force décrit réellement le taux d’accrois- 
sement de l’impulsion angulaire bien que cet accroissement ne soit 
aucunement lié à la rotation du levier. D'où vient tout de même 
l'accroissement de l'impulsion angulaire? Examinons le travail 
des forces F, et F, dans le système X. Le levier y est en mouvement 
et la force F, produit en une unité de tempsle travail —F,V. La force 
F, ne fait pas de travail, car elle est normale à la vitesse du levier. 
Par conséquent, le travail est accompli à l’extrémité du levier, 
là, où est appliquée la force F,, et l'énergie du levier à ce point 
augmente en une unité de temps de valeur — F,V. Cela veut dire 
qu’au point d'application de la force la masse du levier s'accroît, 


25 F,V > ; 
en une unité de temps, de — 2 . Le produit de cette grandeur 


par la vitesse du levier V donne l’accroissement de l'impulsion 
égal à — F,B°. L'impulsion angulaire augmente, en une unité de 
temps, de — F,1,B?, ce qui représente justement le moment complé- 
mentaire (23). Ainsi, le moment complémentaire définit non pas 
la rotation mais le taux d’accroissement de l’impulsion angulaire 
du système. Le cas considéré est analogue à celui examiné au chapitre 
VI où l’accroissement de l’impulsion était dû au transfert réversible 
de la chaleur sans avoir rapport à l’action des forces ou à l’accomplis- 
sement du travail. 

Pourtant, l'explication ci-dessus n’est pas stricte. La Relativité 
restreinte ne prévoit pas de corps absolument rigides et on est 
contraint de tenir compte de la déformation du levier; dans le 
raisonnement précédent on a tacitement supposé que le levier ne 
changeait pas de forme. Dans le système X® on doit envisager les 
bras du levier courbés sous l’action des forces F% et F7. Les forces 
du système ÆX° qui agissent à l’intérieur du levier (contraintes 
ou tensions) et la densité d’énergie du levier forment un tenseur 
énergie-impulsion [comp. avec (VI, 8)] dont la quatrième colonne 
et la quatrième ligne ont une seule composante 7°, non nulle 
(égale à la densité d'énergie). Du point de vue de K, la forme 
T;r s'obtient conformément à (VI, 9). Les composantes spatiales 
du tenseur y changent leur forme, donc les tensions dans les bras 
du levier varient elles aussi. La variation de la tension compense 
le moment de forces (23). En principe, le problème est résolvable, 
car la flexion de la barre fixée à une extrémité peut être déterminée. 
Pourtant, le calcul n’en est pas simple. La solution du problème 
consiste en ce que le moment de forces élastiques compense le moment 
(23). On connaît bien que le flux d’impulsion et l’action de la force 
sont les notions équivalentes. 


CONCLUSION 


La théorie de la Relativité restreinte est née en 1905, il y a près 
de soixante-dix ans. [l est possible que les conceptions relativistes 
de l’espace et du temps et la théorie relativiste elle-même aient 
pu apparaître plus tôt. On aurait été alors en mesure d'expliquer 
les expériences optiques sur les corps en mouvement (aberration, 
expérience de Fizeau, effet Doppler), d'achever l'électrodynamique 
des milieux en mouvement, mais les conséquences les plus impor- 
tantes ayant trait à la mécanique seraient restées à l'ombre. 

La Relativité restreinte entre en scène là, où il s’agit des vitesses 
comparables à celle de la lumière et des énergies voisines de celle 
au repos. Les discordances de la mécanique newtonienne ne se firent 
sentir que quelques années avant la parution de l’œuvre d'Einstein 
en 1905. Citons, entre autres, les travaux de Kaufmann (1902) sur 
la déviation des électrons rapides (dons les vitesses s’approchent 
de celle de la lumière) dans des champs électrique et magnétique. 
Ces expériences, à leur tour, ne furent possibles que grâce aux décou- 
vertes des rayons X (1896) et de l’électron (1894-1896). 

Trois ans après, Einstein énonça le principe de la dynamique 
pour les particules rapides sous forme quadridimensionnelle correcte. 
Les conclusions qui en découlaient furent frappantes. Elles affir- 
maient qu’aux vitesses relativistes le principe fondamental newto- 
nien n’est plus valable. Fut trouvé également le principe fondamen- 
tal de la conservation de l’ensemble masse-énergie. Il en découlait 
que tout corps immobile caractérisé par une masse au repos finie 
possède une énergie gigantesque qui est l'énergie au repos. 

La physique contemporaine se développe à un rythme accéléré 
et les confirmations des conséquences de la mécanique relativiste 
n’ont pas tardé à se faire signaler. L’argument le plus dramatique 
en faveur du principe relativiste, reliant la masse et l'énergie, fut 
l'invention de la bombe et du réacteur atomiques. La mécanique 
relativiste est depuis longtemps une science des ingénieurs. Ses 
principes sont à la base de tout calcul des accélérateurs des parti- 
cules élémentaires. Les relations relativistes sont d’un grand secours 
dans les descriptions de la diffusion et de la transformation des 
microparticules. 

Le rôle important que joue la théorie de la relativité restreinte 
est conditionné non seulement par sa contribution à la physique 
mais aussi par l'influence capitale sur notre conception du monde. 
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La Relativité restreinte a permis de faire encore un pas vers la 
. compréhension de l’espace et du temps. Newton, tout en admettant 
l’objectivité de l’espace et du temps, les croyait exister indépendam- 
ment l’un de l’autre, plus est, indépendamment de la matière et 
de son mouvement. Conformément à ses conceptions, le temps et 
l’espace absolus sont les firmaments de la science. Les phénomènes 
physiques ont lieu dans l’espace comme s’il était une caisse vide. 

Les concepts de la Relativité restreinte de l’espace et du temps 
représentent, par rapport aux idées de Newton, un pas vers les 
fondements du matérialisme dialectique. D'après le matérialisme 
dialectique, le temps et l’espace sont les formes d'existence de la 
matière. Comme la propriété principale de la matière est le mouve- 
ment, alors celui-ci est donc l’entité du temps et de l’espace. En Rela- 
tivité restreinte le temps dépend du mouvement le plus simple 
(mécanique). L'espace et le temps sont interdépendants et fusion- 
nent en formant un « univers » quadridimensionnel. Le pas suivant 
qui est logique selon le matérialisme dialectique est fait par la 
théorie de la relativité généralisée qui établit la relation entre 
les propriétés de l’espace, du temps et la distribution de la matière. 
Ainsi donc, l’évolution des idées de l’espace et du temps en physi- 
que est en accord avec les principes généraux du matérialisme 
dialectique qui est à la base de notre conception du monde. 

La Relativité restreinte a été précisément le point de départ 
de l’évolution de nos conceptions de l’espace et du temps. Cette 
évolution est étroitement liée à la théorie de la gravitation. Dès 
le début, on a imposé une restriction à la théorie de la relativité 
restreinte, d’où provient son appellation. Rigoureusement parlant, 
cette restriction consiste en ce que la Relativité restreinte n’est 
valable qu’en l’absence des champs de gravitation. La théorie de 
la gravitation (la relativité générale) fut élaborée également par 
À. Einstein (1916), mais son exposé dépasse le cadre du présent 
ouvrage. 


FORMULES PRINCIPALES UTILISÉES 
DANS CE LIVRE 


Transformations de Lorentz sous forme quadridimensionnelle (complexe) : 


Ti Lip Th » 
Ti = OhiThe 
Matrice de Lorentz : 
O0 0 —;iBr 
0 4 O0 0 
ER 0 0 1  o | 
iBT O0 0 r 
1 
où T—(1—B2) ?, B=+. 


Transformations de Lorentz sous forme réelle : 
z'=T(z—Vt), z=T (x + Vi), | 


V LA V ! 
rie), e=T +). | 
Formules de transformation des vitesses : 
LA V2 # V2 
Vy pie V> De 
———., RE pee . 


V2 
LH vx 1 vx 


De + V 


x = 

> 

14 Ve 
Définition des principaux quadrivecteurs mécaniques : 
— > 

Quadrivitesse d’une particule V (yv, icy) et V2— —e2. 


Quadriimpulsion d’une particule P (move, — &) où 6 — moc2Y. 


Quadriforce F (vr T (F0)) = (vr Lvê) : 


Equation de la dynamique relativiste : 
d 
(move) =F, v=(1—p2) 12, BE. 


Quadricourant s (J icp). 
Quadripotentiel D (4. _ ) à 
Formules de transformation des champs moyens E et B: 
Ex=E;, Ey=T(£E;,+VB;), E;=T(E;—VB;), 


’ [A V [a V 
BB By=T (Bi Hi}, Der (B+— E;) 


(11,22) 
(11,25) 


(1,24) 


(11,7) 


(11,47) 


(IIL,6) 


(IV,5) 
(IV,30) 


(IV,31) 


(IV,43) 
(V,6) 
(V,7) 


(V,36) 


APPENDICE 


L'appendice contient quelques renseignements mathématiques nécessaires 
pour la lecture du présent ouvrage ; ils sont assez hétérogènes mais relativement 
simples. On a besoin à la fois du système de notations symétriques, des règles 
de sommation, des formules de transformation des coordonnées pour la déduc- 
tion de la transformation de Lorentz. Les tenseurs seront utiles surtout pour 
l'étude des sujets des chapitres V et VII. 

Signalons que la simplicité relative des résultats est due à l’utilisation du 
système de coordonnées cartésiennes. 


1. Notations symétriques, règles de sommation. Si l’on introduit un systè- 
me de coordonnées cartésiennes dans l’espace tridimensionnel les vecteurs uni- 
taires, portés par les axes x, y, z, sont alors désignés par é, 7, 4 respectivement. 
Tout point est alors fixé dans l’espace par le rayon vecteur: 


r = zi + yj + zk 


qui a pour composantes les coordonnées du point. Toutes les directions dans 
l’espace étant équivalentes, il semble plus rationnel d'introduire, pour les 
coordonnées et les vecteurs unitaires de base, les notations symétriques : 


Lis Los T3 au lieu de x, y, z, 
et  niy, Mo, m3 au lieu de é, ÿ, k. 


Alors le rayon vecteur d’un point s’écrira : 
3 
PE TM Toma tam Ÿ Too (1) 
œ—1 


où l’on a introduit le signe somme Ÿ', et la sommation se fait sur l'indice & 


prenant les valeurs de 1 à 3. Le signe somme peut être omis, si l’on convient 
une fois pour toutes de sous-entendre la sommation de 1 à 3 sur deux indices 
grecs identiques figurant dans un des membres de l'égalité. 
La Relativité restreinte opère dans un espace quadridimensionnel (fictif) 
à quatre coordonnées x1 = x, Zo = y, æs —= 2, x, —= ict. Par conséquent, le 
rayon vecteur et d’autres vecteurs seront caractérisés par quatre composantes. 
Dans ce cas la règle de sommation reste valable mais la sommation se fait sur 
les indices latins parcourant toutes les valeurs de 4 à 4. Par exemple 
k 
AB; = > A;B;= A1Bi+ 42Bo + A3B3+ AB. 
i—1 
Ainsi donc, l'écriture abrégée de la sommation veut dire que celle-ci s’effectue 
sur deux indices identiques figurant dans un des membres de l’égalité, les indi- 
ces grecs entendant la sommation de 1 à 3 et ceux latins de 1 à 4. 
Revenons au cas tridimensionnel. Le rayon vecteur (1) s’écrira sous forme 
abrégée : 
= ToMo 
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et les vecteurs quelconques «a et b se présenteront comme suit: 
à = ago = ApMp = AYM,, 
b = bem = bpgmp = bym,. 


On a écrit la même égalité sous plusieurs notations afin de montrer que les 
indices de sommation sont « muets », c.-à-d. que la sommation s'effectue sur 
tout indice sans altérer le résultat. 

A titre d'exemple de l'écriture abrégée de la sommation donnons la déduc- 
tion de la formule du produit scalaire de deux vecteurs & et b. Premièrement, 


ab = asmbpMp = abpmMomg: (2) 


On y a tenu compte de ce que la sommation se faisait sur deux indices ; l’expres- 
sion (2) présente deux sommations, dont chacune s’effectue sur sa propre lettre. 
Deuxièmement, les vecteurs unitaires sont orthogonaux; c’est pourquoi le 
produit du vecteur par lui-même fournit l'unité et par tout autre vecteur 
zéro. Donc, 

1, & — B, (3) 
0, «a - $. 


Il semble avantageux de se servir du symbole de Kronecker possédant les mêmes 
propriétés : 


2 , = 
Bas { 0 a ® 


Ce symbole ne diffère de zéro que pour &« = $, ce qui simplifie la sommation: 
Cadap = Ag: 
En effet, 
dodo — 4011 + A2042 + a3013 = 44. 

Maintenant, il est facile d'obtenir le résultat définitif dans (2): 
c.-à-d. la forme usuelle du produit scalaire de vecteurs. 

Les mêmes indices peuvent affecter les sommations tant au numérateur 
qu’au dénominateur d’une fraction. La règle de sommation demeure toujours 


la même. Voici, par exemple, les expressions du gradient de la fonction f et de 
la divergence du vecteur «: 


_ of. of of ôf éd, 6, 0, 
EC rl Li 
ag __ 04x , 04y 04; 

Es an À a do 


Si l’indice grec (ou latin) est seul, cela signifie qu’il est « libre » et peut prendre 
toute valeur des trois (ou quatre) possibles. La notation b,, par exemple, peut 
traduire l’une des coordonnées du vecteur D, à savoir b,4, b2 ou b3. 


2. Transformation des coordonnées par la rotation du système de coor- 
données cartésiennes. Supposons que dans l’ancien système de coordonnées le 
rayon vecteur du point M se présente sous la forme 


Tr —= ToMa: 


Après la rotation du système de coordonnées, le rayon vecteur du même point 
M s'écrira dans le nouveau système de coordonnées sous la forme 


= TR: 
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où æ4 sont les coordonnées du point dans le système ayant subi la rotation, mp 


nouveaux vecteurs de base. On établit aisément les relations entre les coordon- 


nées dans l’ancien et le nouveau système. Ecrivons l'égalité traduisant la « con- 
servation » du vecteur ?': 


LoMa = TR p 
ei multiplions les deux membres par m., (un vecteur de base quelconque du nou- 
veau système). On a pour la premier membre: 


TaMamM, = Lola) 


ay 
sente le cosinus de l’angle entre « °"® vecteur unitaire de base de l’ancien systè- 


me et Y'TMS vecteur du nouveau système. Pour le deuxième membre on a une 
suite d’égalités 


« . ° Q po , vue ; Q Q Lé 
où on a introduit la notation m,m;—C0s (m,, mM,)—@g%; ainsi, ayy repré- 


TAN GI, — zRÔpy — T,,. 
Ainsi donc, 
= une (= 2,3) © 


Les nouvelles coordonnées sont les fonctions linéaires des anciennes, les 
cocfficients de la transformation linéaire étant les cosinus des angles entre les 
axes de l’ancien et du nouveau système de coordonnées. IL nous reste à trouver 
les coefficients de la décomposition des anciens vecteurs de base suivant les 


nouveaux vecteurs. Ecrivons les projections de l’ancien vecteur m. sur les nou- 
veaux vecteurs: 


où a%, sont les cocfficients inconnus. Pour les déterminer, multiplions les deux 
membres de cette égalité par m.. De façon analogue 


Loy = Cu Ôuy = Ty - (7) 
On obtient le résultat évident : dans les projections du vecteur unitaire m,, sur 
les nouveaux vecteurs de base entrent comme coefficients les cosinus a,.. 
En comparant (5) et (7), nous constatons que les coordonnées, aussi bien 
que les vecteurs de base, se transforment selon la même loi. Les cosinus des 
angles entre les anciens et nouveaux vecteurs forment une matrice: 


dyy ia A3 
Aup—\ 24 22 - Ao3 |; (8) 
As1 32 33 


dans la notation a,8, le premier indice &« indique la ligne, le deuxième B la 
colonne de la matrice (8). La transformation des coordonnées est donc définie 
par neuf coefficients a, 8. Il est connu pourtant que la position de tout solide 
(système de coordonnées dans le cas présent), dont un point est immobile, peut 
être donnée par trois paramètres (trois angles d’Euler). Il s'ensuit que parmi les 
coefficients ag il n’y a que trois coefficients indépendants. Il n’est pas diffi- 
‘cile de trouver les relations nécessaires entre les coefficients a, 8 En effet, la 


rotation du système de coordonnées n'inîlue pas sur la distance de tout point 
qui le sépare de l’origine: 


Mais 


18—039 
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Pour élever cette expression au carré, il faut former le produit des sommes 
dont les indices de sommation devraient être différents: 


LÉ LOT = pot plyaly = ApolyaThTy. 
Mais, d'autre part, cette expression est égale à x5. Cela ne peut avoir lieu qu’au 
cas où 

ABaya = Opy  (B: Y— 1, 2, 3). (9) 
Au premier coup d'œil, il y en a neuf conditions, mais ces égalités ne changent 
pas par la permutation des indices B et y. Il en vient qu'il y a six égalités indé- 
pendantes. Chacune d’elles représente le produit de B!°"® ligne de la matrice (8) 
par y\°M ligne. (Le produit des lignes matricielles est une somme des produits 


J 
X2 X2 


M; UE M; 


M7 


Fig. 40. Illustration des formules générales de la transformation des coordon- 
nées sur l’exemple de la rotation du système cartésien dans le plan. Cette rota- 
tion est définie par un seul paramètre Ÿ. Le schéma met en évidence les angles 
entre les nouveaux et les anciens vecteurs de base. Les formules obtenues coïn- 
cident avec celles de la géométrie analytique, se rapportant à la transformation 
des coordonnées : 

x' = x cos Ÿ + y sin Ÿ, 

y — —x sin Ÿ + y cos 6. 


des éléments correspondants.) L'égalité (9) énonce que le produit de toute ligne 
par elle-même est égal à l’unité et par toute autre ligne à zéro. Puisque l’ordre 
de multiplication des lignes ne joue aucun rôle (par exemple. ie produit de la 
première ligne par la seconde est égal à celui de la seconde ligne par la premiè- 
re), le nombre des égalités indépendantes n’est pas neuf mais six, comme il à 
été déjà mentionné. 

Les relations obtenues sont illustrées de la meilleure façon par la rotation 
des axes dans le plan de coordonnées (x1, x,). Dans ce cas 


Ti = A44Ti + Q9T0) 
Lo == 4974 + o9T9; 


où (fig. 40) 


dy —= COS Ÿ, doy = Sin Ÿ, 
di2 — —sin Ÿ, Goo — COS Ÿ, 
et par suite 
Ti T1 COS Ÿ +-x9 sin Ÿ, 
| | (10} 
xi—= — 3 Sin Ÿ ro COS Ù. 


En notations habituelles x; = x, x2 — y on obtient les formules connues de la 


géométrie analytique 
x" = x cos Ÿ + y sin Ÿ, 


y! = —x Sin Ÿ + y cos Ÿ. 
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TS 


On s’est servi de ces formules pour déduire la transformation de Lorentz. 
Nous avons obtenu des formules de la transition directe (du repère non primé 
au repère primé). 

Les transformations inverses sont obtenues de façon analogue. Présentons- 
les ensemble avec celle de la transition directe: 


’ LR 
To = Butps My = Ba; l 


Toy — Apt» M4 — Top , 


(11) 


avec 
’ Ti , 
Lap= Mons = COS (Monts). 


I1 est évident que les formules de la transformation inverse (11) s’obtiennent 
automatiquement par le remplacement mutuel des grandeurs primées par les 
grandeurs non primées et de l’angle 8 par —8 (ce qui correspond à la rotation 
dans le sens inverse). 

Comment se transforment les composantes des vecteurs lors de la transfor- 
mation des coordonnées? Cela est aisément établi en mettant à profit le pro- 
cédé dont on se sert pour déduire les formules de la transformation des coordon-- 
nées. Mais on peut s’en passer, car il suffit äe se rappeler que les coordonnées 
sont les composantes d’un vecteur, à savoir d’un rayon vecteur. Il est donc clair 
que les composantes vectorielles se transforment comme les coordonnées, i.e. 


ba — Aapbg ; | 


| 12 
D, = apabg: ( 


On a déjà dit qu’en Relativité restreinte on considère l’espace quadridimen- 
sionnel (pseudo-cuclidien) qui inclut formellement une coordonnée imaginaire 
liée au temps: 
Ti — ZT; XZo = Y, 3 — 2; Li — ict. 
La transformation lorentzienne correspond aux transformations linéaires 
dans cet espace: 
Ti = hi; 1 


Ti = Cintps J (5) 
et 
FT O0 0 —;iBTr 
: 0 141 0 ( 1 
ss 0 O0 1 0 À PO (14} 
iBT O0 O0 T 3 


où V est la vitesse relative de deux systèmes de référence. 
Les coeflicients de la transformation de Lorentz «&;, vérifient les conditions 
suivantes : 


AhlOkm — Üime (15) 
Ces égalités traduisent le fait que le produit des lignes de la matrice de la trans- 
formation de Lorentz est égal à l’unité si la ligne est multipliée par elle-même 


et à zéro si elle est multipliée par toute autre ligne. 
Calculons le déterminant de la matrice de Lorentz *): 


PF 0 0 —:iBr 

0 1 0 0 

0 O0 1 0 
iBT 0 0 IA 


=T2+(—iBT) (—iBT) = T2 (1 —B2)—1 


#) Les notions élémentaires sur les déterminants sont données au paragra- 
phe 6 de l’Appendice. On y trouve également le calcul de ce déterminant. 


18* 
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(il est le plus simple de développer le déterminant suivant les éléments de la 
première ligne). Le déterminant de la matrice de Lorentz est donc égal à l’uni- 
té. Il s'ensuit qu’on a affaire à la transformation propre de Lorentz, c.-à-d. qu’on 
ne passe pas des trivecteurs de base de droite aux trivecteurs de gauche. 
Ecrivons les transformations de Lorentz directe et inverse pour les coordon- 


nées sous la forme développée: 
ti lai —iBrs), dom, ax, am (xi+iBr;), (16) 
ti=l(n+iBr,), tre, mas, ml (x, —iBr). (17) 
Quant aux quadrivecteurs, ils se transforment comme les coordonnées, ce qui 


nous permet d'écrire pour le vecteur À (A1, A», A3, À;) (quadrivecteurs sont 
marqués par des flèches) : 


A; =Ghidr, Ai=airAn (18) 
Ai=T (41 +iB4), À; = 43, A; = À3, A;=T (4,—iBA4), (19) 
Ai=T(Ai—iBA;), A2=A4;, A3=45, A;,=T(4;+iB4;). (20) 


De (15) découle directement l’invariance du produit scalaire de deux quadri- 
vecteurs par la transformation de Lorentz. En effet, soient À; = &;r4}, B; — 


= AjmBm: alors 
pr , L ,’ , ,’ , 
AB = AB; œinAi;oimbm = irtimA; Br = ÜhmApBm = A;B. 
La comparaison de la deuxième expression de la suite d’égalités considérée avec 
+ 
la dernière fait dégager l’invariance du produit scalaire AB. 


3. Tenseurs. Les quantités vectorielles sont un cas particulier des quanti- 
tés d’un caractère plus général qui sont les tenseurs. Avant de passer à ceux-ci, 
soulignons les traits essentiels de la définition des vecteurs. Dans un système de 
coordonnées donné, le vecteur est représenté par un segment orienté carac- 
térisé par ses coordonnées. Mais comme le choix du système de coordonnées 
est arbitraire, alors les coordonnées d’un vecteur sont, elles aussi, arbitraires. 
Il est essentiel toutefois que d’après les coordonnées connues d’un vecteur dans 
un système cartésien, on peut trouver ses coordonnées cartésiennes dans un 
autre selon (5). Ce sont ces formules de transformation qui définissent le vecteur. 
Donc, la nature vectorielle des grandeurs est mise en évidence par la transfor- 
mation des coordonnées. 

La relation de l’électrostatique entre le vecteur induction électrique D et 
le vecteur intensité Æ d’un champ électrique extérieur nous permet de concré- 
tiser la notion de tenseur. Généralement parlant, la relation D= D (Æ) — 
= D (£,, E2, E3) n’est pas connue. Ecrivons D au moyen de ses composantes D, : 

D (E) = D, (E)m, = D, (E1, Es, E3) m,. 

Admettant qu’en l'absence d’un champ extérieur (Æ —9) le vecteur D soit nul 
[D (0) — Ofet que le champ extérieur soit faible (devant les forces électriques 
agissant entre les molécules de la substance), on peut développer une fonction 
vectorielle inconnue D en série de Taylor: 

OR DE ri O0) _ os : 
Di ue 0E; (0) Ei+ 0E: (0) E;, "0E3 (0) E3+ RES 0E 8 (0) E 8 +- ses 

0D; 
= 0E 8 


_ 0D3 
D3 — dE (0) Es+..., 


D; 


(0) Eg+..., 
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où l’on somme sur l’indice f. Vu la petitesse du champ Z, ses composantes 
E,, Es, E3 sont également petites (en fait, c’est une bonne approximation pour 
les champs réels à l’exception des champs obtenus dans les faisceaux laser), et 
l’on peut se contenter des termes linéaires en négligeant tous les autres. Intro- 
duisons les notations pour les grandeurs constantes (dérivées au point zéro): 


Te (0) — Ecaf: 
On peut alors écrire les expressions obtenues sous la forme: 
Di=eu£i+ e12£2 + e13E3, 
Dr =tnEi+EerËotesEs, ÿ (22) 
D3— EE 1+ E32E 2 + E52Ë3 
ou sous forme condensée : 


La construction du vecteur D se fait aisément à l’aide de ses composantes: 
D — Et pEpmMo- (24) 


La relation entre deux vecteurs, exprimée par les formules (23) et (24), repré- 
sente ce qu’on appelle fonction vectorielle linéaire, autrement dit, le vecteur D 
est une fonction vectorielle linéaire de Æ. Etant donné le vecteur Æ de tout 
point du diélectrique dans le système de coordonnées où les coefficients £&,8 
sont connus, on peut, en se basant sur (24), construire le vecteur D. Soulignons 
le caractère arbitraire du choix d’un système de coordonnées. La rotation d’un 
angle du système de coordonnées cartésiennes modifie les composantes des 
vecteurs sans altérer les vecteurs eux-mêmes. Il faut seulement trouver la loi 
de transformation des coefficients e,,$ telle qu’en nouveau système soit conser- 
vée la relation 


CA , , 
D = €, EM 
à condition que 


D = D’. 
Cela signifie que nous devons avoir deux décompositions d’un même vecteur: 


Or, la loi de transformation des composantes des vecteurs et des vecteures de 
base est connue [voir (11)]: 


Ep=aprË;, 
Mo — ou, 


et, par conséquent, on peut récrire le premier membre de (25) conformément à 
ces formules en laissant le second membre sans modification : 


EapapldauE mm, — EE r me 


En comparant les coefficients de Em}, dans les deux membres, on est conduit 
à la loi de transformation des coefficients &,, 8: 


En — 2BAlan EX p* (26) 
Confrontons-la avec la loi de transformation des coordonnées : 


Zy — ARATR: (27) 
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La comparaison de (27) avec (26) montre que par rapport à chaque indice, &,8 
se transforme d’après la loi correspondant à celle de transformation des coor- 
données. 

La loi (26) est la loi de transformation d’un tenseur. La transformation 
inverse a évidemment pour expression : 


Eur = plug pe 


Donnons maintenant la définition générale d’un tenseur: si dans un système 
de coordonnées cartésiennes sont données neuf quantités &,$ qui se transior- 
ment lors de la transformation des coordonnées 


[A 
selon les formules 


Ep — yat up y (28) 


ces neuf quantités forment un tenseur du deuxième ordre. Il en vient que les 
vecteurs se transforment comme les tenseurs du premier ordre. L'ordre du ten- 
seur (on dit encore une valence du tenseur) est défini par le nombre de ses indi- 
ces. Dans notre cas, il y en a deux. Le présent ouvrage n’emploie pas les ten- 
seurs d’ordre supérieur. Un tenseur est donné par un espace de métrique déter- 
minée, puisque sa loi de transformation inclut les composantes de la matrice 
de transformation. Nous avons envisagé l’espace tridimensionnel et les indi- 
ces grecs &, B, y, À, u variaient de { à 3. 

Il serait bon de noter deux particularités de la transformation des tenseurs: 

1. La loi de transformation des coefficients d'une fonction vectorielle 
linéaire (d’un tenseur) se base sur le lien physique invariant entre les vecteurs. 

2. Toute composante du tenseur dans un « nouveau » système de coordon- 
nées représente une combinaison linéaire de toutes les composantes du tenseur 
dans l’« ancien » système. 

Notons un cas particulier utile de la transformation du tenseur tridimen- 
sionnel 7,8 du deuxième ordre, dont une seule composante Ts, n’est pas nulle 
lors de la rotation plane. Dans le système primé les quantités différant de zéro 
sont les suivantes [voir (28) et (10)]: 


Ti _— ain au — alu — Tu cos? Ÿ, 


. 29 
Tia = arrauoT ju = duty y = — Ty Sin Ÿ cos Ÿ. (29) 


Ces formules sont souvent rencontrées. 

En Relativité restreinte on considère un espace quadridimensionnel (pseu- 
do-euclidien). On a déjà envisagé les règles de transformation des quadrivec- 
teurs dans cet espace (d’après notre définition, le vecteur est un tenseur du 
premier ordre). Au fait, les règles de transformation des tenseurs ne changent 
pas, mais le nombre de composantes dans ce cas croît jusqu’à seize et la som- 
mation se fait. sur les indices de 1 à 4: 


Ap=Gimarlänn Ai = GmitinAmi: (30) 


Le tenseur est dit symétrique si ses composantes satisfont à l'égalité 4 ;, = 
— A4;;. Un tel tenseur n’a que dix composantes indépendantes. L'exemple en 
est fourni par le tenseur énergie-impulsion d’un champ électromagnétique. 

Le tenseur est dit antisymétrique si ses composantes satisfont à l'égalité 
A; = —Apn;. Il est clair que les éléments de ces tenseur munis de deux indi- 
ces identiques (i — k) sont nuls, car l’unique nombre qui est égal à lui-même 
avec le signe contraire est le zéro. Il en découle qu’un tel tenseur possède six 
composantes indépendantes (pour cette raison on l’appelle parfois hexavecteur). 
Le tenseur d’un champ électromagnétique en est l’exemple. 

Le tenseur est appelé unitaire si A;, — 0;8. On se convainc aisément qu'il 
n'est pas modifié par la transformation de Lorentz lors du changement de réfé- 
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renticl. En effet, admettons que 
An = Ôml: 
Alors, en vertu de (30), 
Àir = LimantAÀ,, = Limah0mI = Limkm = dir ; 

la dernière égalité est conforme à (15). 

Nous donnons ici, à titre documentaire, les formules de transformation du 
tenseur T;, du deuxième ordre par la transformation de Lorentz, c.-à-d. les 
formules du passage du repère X' au repère X (les formules du passage inverse 


s’obtiennent par le changement du signe de V et par le remplacement des gran- 
deurs primées par celles non primées et réciproquement) : 


Tu añliit CATAT (Tarte Ta) + QfaT aa = 
= VE {Ti —-iB (Ti Tan) — B?T ui}, 

Tia clio Gal ao = T (Tia — iBT 32), 

Tis=oulisr ul is = T (lis —iBT 3), 

Tu anouT ie del a + QouT ia + our T a = 
= [2 {Tia à iBTii+ B?Tii —iBTia}, 

Toy ol Qu 53 = T (To — iBT 4), 

Too Tios Log Tes 

Dons Glen Gui 94 = T (Toi + iBT a), 

Toul Qul sa = T (Tai — iBT 34), 

T2 — Ty, T3 Ts, . 

Tai lai Guul sa = TV (Tia + iBT), 

Tu ol ia ul ia + Guru T aa + GsouaT 1 = 
= V2 (Ti iBT is + BTia — EBT 4), 

To Col io Gual je = T (Tao + ÉBT 9), 

Ts Auf ist Qual is = T (Ts + iBTi3), 

Tao ir Gun ai + Ousotual ia + Gal a = 
= T2 {Ti iB (Tia Tin) — BAT}. ) 

Les grandeurs tensorielles sont très répandues. Nous donnons quelques 


exemples des tenscurs du deuxième ordre dans l’espace quadridimensionnel 
qu'on va utiliser par la suite. Les produits des composantes de deux vecteurs 


' (51) 


€ (ci) ct 5 (bx) forment un tenseur. En effet, composons l’expression 
Air = Cjdpe 
Les formules de iransformation des composantes des vecteurs sont connues: 
Cj — Lim Ok — 107. (32) 
Par conséquent, 


/ 


Air = Cibk = Lima = LimarlA nn 


ce qui est justement la loi de transformation des tenseurs (30). 
Démontrons que la dérivée de chaque composante d’un vecteur par rapport 
à chaque coordonnée se transforme comme la composante d’un tenseur. Consi- 


dérons le vecteur b (b;) et les dérivées de ses composantes. Ecrivons deux for- 
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mules 
ES 0 
Di Gimbm Ti —=QRITRs  d’OÙ es kb 
qui s’appliquent à la suite d’égalités : 
db;  ôb, Ôt; 0 ,, 0 QU 
Den 07, den où (Cimbm) Gr, AMOR ur os 


ee. . Q Fr. LA GLE 
La première et la dernière expression de (33) montrent que la dérivée _— se 
CR 
transforme d’après la loi de transformation des composantes du tenseur. 


Il s'ensuit de (33) également que la transformation de la dérivée d’un 
vecteur se fait de proche en proche. On passe d’abord de b;, à b; conformément 
à la formule b; = «;,bm. Ensuite, la dérivation par rapport à x; est remplacée 
par celle par rapport à x. Le caractère tensoriel de la transformation y sub- 
siste mais implicitement. On recourt à ce procédé Lors de la transformation d’un 
champ électromagnétique afin d’éviter l'introduction du tenseur. 


4. Invariance de la quadridivergence et de l’opérateur de d’Alambert. 
Démontrons l’invariance de la divergence quadridimensionnelle et de l’opé- 
rateur de d’Alambert par la transformation de Lorentz. Ecrivons de nouveau 
les formules nécessaires sous forme convenable 


, 0x; 
Ti — Chilhs dE, — Chi 
—> 
et pour les composantes du vecteur b 
bi = Gpibns br = id; 


Démontrons avant tout que le quadrigradient se transforme comme un vecteur. 
Soit la fonction 


? , 
P= (ri Ta Ts) 
ou, en abrégé, 
p— (x;). 
Supposons que la transformation des coordonnées soit définie par les formules 


’ , 
Ti; (Lits Tos Ta, Ti). 
Conformément à la règle de dérivation des fonctions composées, on a alors 


C'est la loi de transformation des composantes d’un vecteur (32). 
Montrons que la quadridivergence est un invariant. On peut le démontrer 
par la suite d’égalités : 


| 0Ap _ 0A4p 0%: 0 OA; OAji 64! 
ŒE ne = me S ——— A = 46 ————— = Qi == — 
div À ÔTh Ôx! CEA XRi Ôx£ ( 14h) XRiQtRlI Or! il ôr; ôr! 


où l’on a tenu compte de ce que selon (15) œz;ap == Ô;g. 
L'opérateur de d’Alambert appliqué à la fonction ® 
1 02D  92D 02D 02 1 920 


DPS APTE GE on Top où à 0 
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peut se présenter sous la forme: 
d2D 02D 92® 92D 92D 


re | 


0x? T ôxà de Ôx BE Or?  O(ict)}2" 


est tout simplement la divergence du gradient. En effet, 


: 02 
‘essio 
Or, l’expression TE 
09 
< .———— , alors 
soit À; à I 


Ta DD 
0x 


ann ce 0 0®D 02D 
divan (Ge ) 


La divergence du quadrivecteur étant un invariant de la transformation de 
Lorentz, on a, par conséquent, 
92D 02 


An 2.72 * 
0x; 0x; 


(34) 


On peut prendre pour fonction ® toute composante d’un quadrivecteur 
quelconque ® (D,). Supposons que dans le repère K existe une éauation qui 
relie les composantes correspondantes de deux quadrivecteurs ® (®,) et s (sx): 


820} . 
CP; To — — LoSr- (35) 
De (34) découle que si (35) est vérifiée, alors 
. 02 
CTP = — UOSR (36) 
i 


l’est également. Le produit des deux membres de (36) par le facteur constant 
Chm et la sommation sur k entraînent immédiatement 


DVD = —Hosm: (37) 


puisque GpmPr = Pin. La comparaison de (35) avec (37) montre que dans le 
repère X’ on a la même équation que dans le repère XÀ où l’on a remplacé les 
quantités non primées par celles primées. 


9. Contraction des indices d’un tenseur. La contraction est une opération 
constamment pratiquée dans les applications du calcul tensoriel et visant à 
diminuer l'ordre du tenseur. Dans le cas du tenseur du second ordre, elle con- 
siste à sommer ses composantes ayant deux indices égaux. Il est remarquable 
que cette opération conduit là l’expression invariante. En ce qui concerne les 
tenseurs d'ordre plus élevé, la contraction entraîne la diminution de l’ordre de 
deux unités. 

La démonstration en est simple. Ecrivons la transformation des composan- 
tes tensorielles : 


Air = Limah1Amt 
et sommons les composantes 4,, avec les indices égaux en posant i = &: 
Aii= Au + 420 + 433 + Au = GimaitAmi = Omt Ami = Anm 
en vertu de (15). Ainsi donc, 
Ai + 400 + 433 + Au = Ai1 + 459 + A5s + Aus. (38) 


Bien que dans ce livre on n'utilise guère les tenseurs des ordres supérieurs, on 
les rencontre sous forme contractée. On a vu que la dérivation d’une fonction 
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scalaire (i.e. d’un invariant) entraînait la formation d’un vecteur qui est le 


. 0 Ô #_e Q ° A 
gradient de la fonction _ La dérivation du vecteur fait naître le tenseur du 
t 
2 


ia 02 ’ —. : 
deuxième ordre ENT E La contraction de celui-ci est un invariant (34): 
i0TR 


02®D 029 


Da pe 
Oxf  Ôx; 
Si les composantes du tenseur du second ordre sont fonction des coordon- 
nées, leurs dérivées forment le tenseur du troisième ordre. Par exemple, à par- 
0f; ième 
tir du tenseur j;, on obtient le tenseur . du 3 ordre. 


La contraction de ce dernier tenseur sur les indices k et Z entraîne Ia for- 
mation de quatre quantités qui sont les composantes du vecteur. En effet, 


Ofik _ Ô (@; cl fe On Se 
0x Om  *° *P'SD) Oxy 


CARACAS ‘Iso = 0 Olsp = ; sm (39) 
“is ) Mr AIS DM nr AIS Sr 

1 On PQ CEA 
Tenant compte de ce que les indices k, m, s sont muets, on voit que les quanti-. 


ÔJik 
L 


tés a, Se transforment selon la loi de transformation des vecteurs (32). 
k 

Maintenant, cherchons à construire les expressions invariantes à partir des 
composantes de tenseurs du deuxième ordre. Si le produit des composantes de 
deux vecteurs conduit, comme on l’a déjà vu, au tenseur du deuxième ordre, le 
produit des composantes de deux tenseurs du deuxième ordre fournit, comme il 
est facile de le vérifier, le tenseur du quatrième ordre. Soient };, les composan- 
tes du tenseur à et fm celles du tenseur f. Leur produit 


T'ipimn = Exit 


représente le tenseur du quatrième ordre. Opérons la contraction sur les indi- 
ces à et Z ainsi que sur k et m, autrement dit composons l'expression 


Fipfin (40) 


qui est une somme des produits deux à deux des composantes correspondantes. 
Nous allons voir que cette expression n’est pas modiliée par le changement de 
référentiel. Il est facile de le démontrer puisqu'on connaît la loi de transforma- 
tion des composantes F;r et fm: 


Finfim = isanpl ép@%ir%mt rte 
En posant i = i, k — m on obtient 


Pislin —— Listirak part éplrt — Ors0 ptl épi ri — Pie (41) 
L'égalité (41) est la démonstration de l’invariance de (40). Certes, l’invariance 
de F?, ou de f?, est un cas particulier de (40). 

Le théorème de Gauss-Ostrogradski est fréquemment utilisé pour les vec- 
teurs qui représentent la contraction tridimensionnelle d’un tenseur ; il semble 
donc pratique d'écrire des formules correspondantes. Dans l’espace tridimen- 
sionnel, ce théorème concerne la transformation du flux d’un vecteur à travers 
une surface fermée S en intégrale étendue au volume Ÿ intérieur à cette sur- 
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face, par exemple: 


&pas- | div D d8. (42) 


S 5 
En notations symétriques, le même théorème a Ia forme 


à Din se | La. gs, (43) 
j 


ÊL 
5 


où »r, sont les composantes de la normale à l’élément de surface dS. En appli- 
quant (43) au vecteur 


0f xp 
AB y | 
on obtient 
Of B 
- La C2 
na) S 


6. Quelques renseignements’concernant les déterminants. Tenseurs duaux. 


1. Disposons n° éléments désignés par le symbole a;, où chacun des i, 4 prend 
toutes les valeurs de 1 à n, en forme d’un carré. L'indice à de l’élément a; dési- 
gne le numéro de la ligne et l’indice 4 le numéro de la colonne où est inséré cet 
élément. Ainsi, on a formé une matrice carrée à l’aide des éléments a; : 


dit A2 ... din 
ASt, 025 48-087 


7 


An1 An2 ++. Ann 
On peut construire son déterminant 
Aya go +... din 
Dh=|a;p|= Go 92 ... on 
An1i An2 :.. Ann 


qui sous-entend une opération déterminée sur les éléments a;4, c.-à-d. la forma- 
tion de la somme de n! termes homogènes de puissance n à partir des éléments 
a;n. Gette somme peut être obtenue de la façon suivante. Prenons le produit des 
éléments des lignes différentes, par exemple des lignes 12 ... n, 


lial2p ++. nr (45) 
ou le produit des éléments de différentes colonnes, par exemple 4 2 ... n, 
dou1dp2 “… Arn: (46) 


où les valeurs des indices &f ... + sont à déterminer. Le déterminant se dédui- 
ra comme somme algébrique des termes de la forme (45) ou (46), qui se distin- 


guent par la suite d’indices a f ... Tr, déduite de la suite naturelle 42 ...n 
par une substitution. On effectue la sommation sur toutes ces suites, obtenues 
de la suite naturelle 4 2 ... n, dont le nombre total est n!. 


On attribue à chaque terme de la somme le signe « plus » ou « moins » selon 
que le nombre de substitutions échangeant 2 éléments (transpositions) qu'il 
faut pour passer de la suite naturelle 1 2 ... n à la suite af ... test pair 
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ou impair. L'exemple de la transposition paire est fourni par le passage de la 
suite 1 2 3 4 à la suite 1 3 2 4 qui diffère de la précédente par la permutation 
de 2 et 3. Le nombre d’inversions nécessaires effectuées sur la suite naturelle 
pour en obtenir la suite donnée est désigné par r. Ainsi, par définition, le déter- 
minant d'ordre n est développé de la façon suivante: 


diyy 2 -.. An DRE 
do do ..…. € = ue 
Dh=|air [= + | É Le . — > (—1)r Ay14B2 ++ Arn — 


dn1 an2 CR dnn 
Due 


D)  (—!{'auaape. anxs (47) 


où la sommation s'effectue sur toutes les permutations des indices af ... tv 
parcourant les valeurs de 1 à n. Deux dernières expressions de l'égalité traduisent 
l’une des propriétés fondamentales du déterminant, à savoir l’équivalence 
des lignes et des colonnes. Certes, il n’est pas obligatoire de suivre la suite na- 
turelle des premiers indices (45) ou des seconds (46). Mais il s'impose alors la 
nouvelle désignation pour les indices &æ B ... + qui ramène les termes à la 
forme canonique (45) ou (46). Cela entraînerait des transpositions de ces indi- 
ces, donc celles des lignes ou des colonnes du déterminant. Il en résulte qu’une 
substitution quelconque effectuée sur les lignes (ou les colonnes) ne change pas 
le déterminant ou le remplace par son opposé, selon que le nombre de transpo- 
sitions est pair ou impair respectivement. Donc, on peut dire que si l’on fixe 
une suite de nr indices telle que à k . .. s et effectue la sommation des termes 
sur les permutations des indices & B ... t avec les signes appropriés, c.-à-d. si 


CPE, LT 
> (—1L'agiapr : -+ Ars 


cette somme sera égale à D, selon que la suite i & . .. s se déduit de la suite 
naturelle 4 2 ... n par le nombre pair ou impair de transpositions. 

Donnons, à titre d'illustration, le développement du déterminant D; du 
troisième ordre: 


a11 UAD) d13 QE 


D3 — {an an a3|= N (—Taotipasy = 
Agy Ugo 33 
= di1@92033 + 4413021039 + U19003034 — Q130 00034 — 4411023032 — Qy2Uo10 33. 
(a—1,B—2,y—3) (312) (231) (321) (132) (213) 


2. Calcul d’un déterminant. Considérons tous les termes du déterminant 
D, qui contiennent l’élément a;, et mettons a;, en facteur dans la somme algé- 
brique de ces termes (47). L'expression 4;3, i.e. le coefficient de l'élément a;4 
dans le développement du déterminant, est dite cofacteur de l'élément a;3. 
Il se détermine très simplement. Pour ce faire, on supprime dans le déterminant 
D, la ligne et la colonne de l’élément a;, dont le cofacteur 4;; est à déterminer. 


En supprimant la "€ ligne et la k°M€ colonne on obtient le déterminant D, 4 
d'ordre (n — 1), dit mineur A; de l'élément a;; : 


a11 . 42 se 1, R-1 A4, k+1 +. in 


Aj-1,1 dÀi-1,92 ee ja, hR_1 Ai 1,hHA ce. Aini,n 


À; — 1) _ = 
de ne Aj+1,1 it1,9 <.. Ai, k1 Gift, hi ce dint,n 


An1 dn2 °.e.e An, R—1 dn, k+1 tree Ann 
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Le cofacteur .de l'élément 4;, ne peut différer du mineur A;, que par son 
signe : 
Ain=(—1)irhAir. 


A chaque élément correspond son cofacteur mais un élément donné n’est 
pas obligatoirement inclu dans tous les termes de la somme (47). On peut choi- 
sir un nombre nécessaire d'éléments du déterminant, qui avec leurs cofacteurs 
permettront de calculer le déterminant. Il existe le théorème qui dit qu’on 
peut développer le déterminant par rapport aux éléments de toute ligne (ou 
de toute colonne) de la façon suivante: 


n 


n 
Dh = >, lohAœh = >. arpABR : 
a—1 B=1 


où l’on ne somme pas sur k qui peut avoir toute valeur fixe de 1 à n. La somme 
des produits des éléments d’une ligne (ou d’une colonne) quelconque par les 
mineurs d’une autre ligne (ou d’une autre colonne) est toujours nulle: 


n 
> AchAaœi=0 (ai). 
= 
Les deux dernières formules fusionnent en une seule: 


n 
D GakAgi= Don. 
a—=1 
Calculons, à titre d'exemple, le déterminant de la matrice de la transfor- 


mation de Lorentz (II, 24) en le développant par rapport aux éléments de la 
première ligne: 


Oiy ya O3 Cu r 0 O0 iBr : 5 
D-— Ao4 22 og Au 0 4 0 0 _rlo : 0 
LT las so ass al | 0 0 14 0! E 
Cry O2 us Can —iBT 0 0 Tr 0or 
0 4 0 
— iBT (Q O 1]—T2-—B2r2— 72 (1—B2)—1. 
—iBT 0 0 


Le lecteur peut aisément s'assurer que le produit des éléments de la pre- 
mière ligne par les cofacteurs des éléments des autres lignes est nul. 

3. Introduisons le tenseur unitaire complètement antisymétrique d’ordre 
n. On appelle ainsi un tenseur à,8...- dont les composantes non nulles sont 
égales à +1 ou à —1 et changent de signes par toute transposition des indices. 
Il découle de l’antisymétrie du tenseur dp...r que toute composante dont 
deux indices sont égaux est nulle (la transposition de ces indices fait changer 
le signe de la composante en vertu de la condition d’antisymétrie et, pourtant, 
on obtient la même composante; or, au changement de signe seul le zéro est 
égal à lui-même). Ainsi donc, seules les composantes à, 8... dont les indices 
sont tous différents ne sont pas nulles. Soit 04... — 1, alors les composantes 
non nulles gp... sont égales à +1 si la suite æB... vx est obtenue de la 
suite naturelle 1 2 ... n par les transpositions dont le nombre est pair. Au 
<ontraire, si le nombre de ces transpositions dans la suite & B .... test impair, 
la composante daup...r eSt égale à —1. Ayant recours au tenseur unitaire 
<omplètement antisymétrique on peut mettre l'expression du déterminant D, 
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sous la forme: 
D — Ü,p... T lial2p - +: Ant = Va :.. 7 ail pe ... Atn): 


où l’on entend la sommation sur les couples d'indices af ... +. 
En particulier, le déterminant associé à la matrice lorentzienne a pour 
expression : 
D 7, — de ByoLaX2 pas 0 1: 


4. Quadriespace relativiste. Soulignons avant tout le fait que l’on a donné 
la définition du tenseur unitaire complètement antisymétrique Ôgypu Sans 
aucune démonstration. On doit s'assurer que dans tout référentiel d'inertie 
(i.e. lors de la transformation de Lorentz), les composantes de ce tenseur se 
conservent. Toutelois, il est facile de le montrer d’après la règle de transfor- 
mation des composantes tensorielles : 


Oiptm — Lipary pm Bou - 


Or, d’après le point 1, le second membre est égal à Dr0;ppm, Soit à +1 
selon le nombre de transpositions qu’il faut effectuer sur la suite naturelle pour 
aboutir à la suite ikim. Cela signilie justement que 08,9, à les mêmes composan- 
tes quel que soit le référentiel d'inertie. Les composantes demeurent également 
les mêmes quand on passe du système de coordonnées à gauche à celui à droite 
(c.-à-d. quand une des trois coordonnées spatiales change de signe). Dans ce cas les 
composantes du tenseur devraient changer de signe comme il vient de (30). 
C'est la raison pour laquelle 6,6, n’est pas un tenseur mais pseudo-tenseur ; 
ses composantes se comportent de façon différente que celles du tenseur lors 
du changement de signe des coordonnées (réflexions). Dans toutes les autres 
transformations ces composantes s’identifient à celles de n'importe quel ten- 
seur. 
o. Les produits vectoriel et mixte des vecteurs dans l’espace tridimen- 
sionnel. On traite de ces sujets pour avoir des analogies en considérant certaines 
grandeurs dans l’espace quadridimensionnel relativiste. 

Soient trois vecteurs unitaires M4, M>2, m3; d'un système de coordonnées 
cartésiennes orthogonales. Composons, au choix, le produit vectoriel d’un 
couple de vecteurs m, Xm8$; on obtient un troisième vecteur affecté du signe 
« plus » ou « moins » selon l’ordre des facteurs dans le produit vectoriel. On 


peut écrire aisément ce produit à l’aide du tenseur unitaire complètement anti- 
symétrique d'ordre 3: 


Mo X MB= Vdapy >. 


Il est maintenant facile d'écrire le produit vectoriel de deux vecteurs 
Gi = Aiao Et A2 — digg; en eitet, 

Il vient de (48) que les facteurs de m.,, formés des produits des composantes 
de vecteurs, sont contractés avec le tenseur 0,8, Récrivons (48): 


1 
y X A9 dopyliat2py 9 (Oapyt1at2p + OBar@1Ba2a) My = 


{ 1 
= dopy (Aa 026 —02a%4p) My 5 OapyCapi y. 


— 


Dans la troisième égalité de cette suite on a ajouté le deuxième terme égal 
au premier mais dont les indices muets « et f ont changé de places. On y a tenu 
également compte de ce que Ôpyy — —0dggy. Dans la quatrième égalité Ô,8y 
est mis en facteur. Le tenseur antisymétrique, apparu dans la parenthèse, est 
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noté par Cop = aigd2g — pass. Le produit vectoriel a, X «2 représente donc 
un vecteur dont les composantes dérivent du tenseur antisymétrique C,£$ selon 
les formules 


1 
C, — D OapyCape 


On dit que le vecteur C (C,) est dual du tenseur antisymétrique C8. Cela 
signilie que le vecteur C est orthogonal à deux vecteurs «a; et &: qui définissent 
le plan bidimensionnel. L’orthogonalité est analytiquement démontrée: 


À 1 
Cu Crayy = + dapyCapliy = + dapy {Ua t2pliy — d1paratiy} == 0. 
2 2 


L'égalité à zéro est due à ce que les deux termes de l’accolade sont les déter- 
minants avant les lignes identiques. Or, ceux-ci sont nuls. On montre de façon 
analogue que Caz—0. D’après son sens géométrique, Ie module du vecteur C 
est numériquement égal à l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs 
«a Et &o. 

Le produit mixte de rois vecteurs @;, «2, &3 à pour expression (&1, &2, @ 3) 
et se définit de la façon suivante [Ô:, est le symbole de Kronecker (4)]: 


(45 Gos A3) = dia X A3) = aim py T0 038M y = 
= Oopy 41020038 y = 41017000 08B da py = 
11 ja A3 
nu Ooupyliy220 038 — D3=|ü1 A2 3]. 
A31 32 433 


C’est le volume du parallélépipède ayant ces vecteurs pour côtés. Il est 
positif ou négatif selon l’ordre des vecteurs «:,@2, «3 dans le produit mixte. 

6. Tenseurs duaux. Soient «, et «, les quadrivecteurs de l’espace quadridi- 
mensionnel. Les projections de l’aire du parallélogramme sur les plans de coor- 
données (x;, x) sont alors définies par le tenseur antisymétrique &;r = @y;aor — 
— a2;a3,. Dans l’espace quadridimensionnel, à toute section E;, on peut faire 
correspondre la section normale é*, telle que toutes les droites tracées sur cette 
section sont perpendiculaires à celles de la section précédente. Si la section 


6%, normale à £;, à la même aire, clle est alors dite duale de &;,. On démontre 


que 


À 
Eh TS dinimsim- (49) 


D’après cette formule, on peut associer à tout tenseur antisymétrique un 
tenseur dual du premier. A un certain sens, le tenseur dual j#, est équivalent 
au tenseur initial /;,. On a déjà vu que le second groupe d'équations de Maxwell 
s'exprime au moyen du tenseur dual F#,. La somme des produits des composan- 
tes du tenseur antisymétrique par leurs cofacteurs duaux est un pseudo-scalaire 


1 7 1 £ ’ , 
Enr = 5 dintmlin Fun LiaXhbA Ie EmdVabeatirhs Fr Gimn in = 


ae 


2 
L à , , 1 , ’ 
D Oardbsdet0anVabcal rs in 9 OrsinF Fi, = FF: 


9 rs in TS  TSs° 


Ces égalités ont recours à la définition (49), aux formules de transformation. 
des tenseurs (30), aux propriétés des éléments de la matrice de Lorentz (15). 
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Il est aisé de démontrer que F?,— F;,F;n est aussi invariant: 
Finlir = diaurb EF ticaral a = dacdoal Fee = Flo 


Ces deux invariants ont été utilisés au paragraphe 37. 


7. Tenseur des tensions. Dans la mécanique des milieux continus on intro- 
duit le tenseur des tensions qui permet de représenter la force appliquée à tout 
le volume sous forme de la force qui s'exerce sur une surface limitant ce volu- 
me. C’est ce qu’on a obtenu, d’ailleurs, en étudiant les forces d'un champ élec- 
tromagnétique ; il paraît utile d’analyser un problème semblable en mécani- 
que où la physique est manifeste. 

Si un corps élastique est soumis à une contrainte, il se crée des forces inté- 
rieures tendant à ramener ce corps à l’état d'équilibre. Ces forces sont appelées 
tensions intérieures. Elles proviennent des interactions entre les molécules. La 
particularité de ces forces est qu’elles sont caractérisées par un « faible rayon 
d'action », autrement dit, leur influence ne s'étend qu’à des distances micros- 
copiques (atomiques). Il en vient que les forces appliquées à un certain volume 
$ à l’intérieur du corps se ramènent à celles agissant sur la surface enveloppant 
ce volume. 

En effet, soit F la force appliquée à l’unité de volume. Isolons dans le 
corps un volume $ et considérons la force résultante qui est appliquée à ce der- 
nier. Si le volume d4Y est soumis à la force F4, la force résultante est égale à 


| Fa. (50) 


Or, les forces agissant entre les parties différentes du volume considéré s’annu- 
lent selon le principe de l’action et de la réaction et, par conséquent, ne peuvent 
donner la résultante qui diffère de zéro. Il en vient que la force résultante ap- 
pliquée au volume est due à l’action des éléments du corps, environnant le volu- 
me Ÿ. Or, ces forces, comme on l’a déjà dit, s'appliquent à la surface envelop- 
pant le volume. La force résultante se ramène donc, à l'intégrale de surface et 


en particulier sa B'°T€ composante 


[ F5 dB | (51) 
ÿ 


elle aussi, devient une intégrale de surface. Cela n’est possible que si F4 peut 
se presenter sous la forme: 


Fp= Ts, (52) 
B 


où on ne sait de la quantité 7,4 qu’elle est une composante d’un tenseur (c’est 
à cette condition seulement qu'on obtient le vecteur en faisant la contraction). 
Dans ce cas, selon (44) 


| PF dB — ( OT a 1B=È Tapro ds. (53) 
' 0x8 L 
ÿ s 


Da) 
Multipliant les deux membres de (53) par #8 et faisant pratiquement la somme, 
on obtient: 


ÔT : 
5 “ mpd8 — ù Topo mp ds. (54) 
S 


| ra8= | 
B B 


TR 
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L'expression (54) montre que la force résultante appliquée au volume est 
ramenée à l'intégrale de surface. Par conséquent, le résultat obtenu peut se 
formuler ainsi: si la force F' s’éxerçant sur l'unité de volume peut se présenter 
sous la forme 


F— ÔTaB mp; 
0x$ 


(55) 


‘son action sur tout le volume se traduira par l’action d’une force superficielle 
répartie sur la surface limitant ce volume, et l'élément de surface dS, dont la 


normale x à pour composantes n,,, est 
soumis à la force 
T'opramsg. (56) 
Quelle est donc la signification 
physique des composantes du tenseur 
des tensions? Revenons au volume 8 
à l’intérieur d’un corps déformé. La 
force exercée sur l’élément de surface 
dS enveloppant le volume 8 dépend 
de la valeur de dS et de sa direction, 
i.e. de l’orientation de sa normale n. 
Désignons cette force par p, dS et no- 
tons que son orientation ne coïncide 
pas en général avec celle de la normale 
à dS (fig. 41). Le vecteur p, qui est une 
force appliquée à l’unité de surface et 
dépendant de l'orientation de cette 
dernière est appelé tension sur la sur- 
face dS dont la normale est n. En tout 
point d’un corps élastique déformé, à 
toute orientation de n correspond son 
vecteur tension p,. Dans tout système 
de coordonnées cartésiennes, on peut 
déterminer les tensions p,, Py; P, ap- 
pliquées aux surfaces unitaires dont les 
normales sont colinéaires aux axes de 
coordonnées. Il sera montré que la ten- 
sion appliquée à toute surface infini- 
tésimale dS définie par le vecteur n 


Pads z 


a) 


Fig. 41. a) Tension appliquée à l'élé- 
ment de surface dS à la limite du vo- 
lume contraint. n est la normale à 
l'élément dS, pn la force qui y est 
appliquée. b) Sur l’établissement de 
la condition d'équilibre d’un volume 
ayant la forme d’un tétraèdre élémen- 
taire. On a pris pour normale à la 
surface du tétraèdre la normale exté- 
rieure. Les faces BOC, AOC et AOB 
ont pour normale —#, —j, —Kk respec- 
tivement. Leurs aires sont évidem- 


FN 
dS cos (n, x), 


AN ZX 
dS cos (n, y), dS cos (n, z) respective- 
ment. 


ment égales à 


peut se présenter comme l’ensemble de neuf composantes 
Px Py» Pa qui forment le tenseur des tensions 7,8. 
Supposons qu'un corps subissant des déformations élastiques soit en équi- 
libre. Considérons le tétraèdre élémentaire 04 BC dont l’aire de la face oblique 
est égale à dS. Supposons que la normale n à cette face forme un angle aigu 


avec l’axe des x. Les faces du tétraèdre coplanaires aux plans coordonnées sont 
égales à 


des vecteurs 


JN JX JN 
dS cos (n, x), dS cos (n, y), dS cos (n, 2). 


Les normales à ces faces sont de sens opposé aux vecteurs de base é, j, k respecti- 
vement. Il en vient que la face BOC est soumise à l’action de la force 
/ 


—p, dS cos (n, x). La valeur de p. est la même quel que soit le point de la face 
infinitésimale BOC. Les autres faces AOC et AOB subissent l’action des for- 


/N AN 
ces —py dScos (n, y) et —p, dS cos (n, z) respectivement. Le tétraèdre étant 
19—039 
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en équilibre, la somme géométrique de ces forces est nulle: 


JN VAN VAN 
dS [Pr —pPx cos (n, x) — pycos (n, y)—p, cos (n, z)]=0, 


d’où la tension recherchée p, s'exprime au moyen de p,,p,; P, de la façon sui- 
vante: 


ZX 2 ZX 
Pn= Pr cos (n, x) + py Cos (n, y) + pZ cos (n, 2). (57) 


Dans (57) il suffit de passer aux notations symétriques pour s'assurer qu'il 
s’agit d'un tenseur. En effet, n étant la normale à une face arbitrairement choi- 
sie et ayant pour composantes ny, On à Ph —=Piru + Pons + Pans= Dog: 
Mais à son tour p,—=Pygèg Où Peg Sont les composantes du vecteur p, ; il en 
vient 


Pn = PasMpnae (58) 


Selon (58), les neuf composantes du vecteur p, se transforment comme un ten- 
seur [cÎ., par exemple, (24)], 


Bibliographie 


The principal of relativity. New York, Dover publication, 1952. 
Albert Einstein, Œuvres choisies (CoGpaaue couunenuä) en quatre 


R. 


L. 
L. 


volumes. Moscou, Naouka, 1965, 1966, 1967. 

Becker, Theorie der Elektrizität. Band. II. Elcktronentheorie. 6, vol- 
Iständig neubearbeitete Auflage des Werkes von M. Abraham Leipzig und 
Berlin Verlag und druck von B. G. Teubner 1933. 

Landau et E. Lifchitz, Electrodynamique des milieux continus. 
Moscou, Editions Mir, 1969. 

Landau et E. Lifchitz, Théorie des champs. Moscou, Editions 
Mir, 1970. 


Panofsky et Phillips, Classical electricity and magnetism. Addison 


L. 


ER OR ne US S 


Wesley. 

Mandelst am m, Cours d'optique, de la théorie de la relativité et de 
la mécanique des quanta (JIeKAUX no onTHKC, TeOPUI OTHOCHTEMPHOCTU 
Il KBaHTOBOù MexannKke). Moscou, Naouka, 1972. 


. Pauli, Theory of Relativity. Pergamon press, 1958. 


Feynman,R.Leighton a.o., The Feynman Lectures on Physics. 
Addison Wesley publ. co., cop., 1963-1965. 


. Fock, The theory of space, time and gravitation (traduit du russe). Per- 


gamon press, 1959. 
Sommerfeld, Elektrodynamik, Vorlesungen über theoretiche Physik 
Bd. 3. Leipzig. Akad. Velr.-Ges. Geest und Porting, 1949. 


. Tonnelat, Les principes de la théorie électromagnétique et de la rela- 


tivité. Masson, 1959. 


. Kourganoff, Initiation à la théorie de la relativité. Paris, Presses 


universitaires de France, 1964. 


. Bohm, The Special Theory of Relativity. New York-Amsterdam, Ben- 


jamin, 1965. 
Lanczos, Albert Einstein and the cosmic world ordre. New York [a.o.] 
Interscience publ., 1965. 


. Taylor, J. A Wheeler, Spacetime Physics. San Francisco-London, 


Freeman, 1966. 


. Bondi, Relativity and Common Sense. À new approach to Einstein. 


London Heinemann, 1965. 


. Born, Die Relativitätstheorie Einsteins und ihre physikalischen Grundla- 


gen Gemeinverständlich dargestellt. Berlin, Springer, 1920. 


. Einstein et L{iInfeld, L'évolution des idées en physique. Petite 


bibliothèque Payot n° 17, 19683. 


.J. Mc. Connell, Application of tensor analysis. New York, Dover publ., 


1957. 
Môller, Relativistic Thermodynamics, Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. 
Selsk. 36, n° 1, 1967. 


.Rachevski, Géométrie riemannienne et analyse tensorielle (Pumaxoga 


TEOMETPAA M TCH30OPHHA aHauu3). Moscou, Naouka, 1967. 


. Rozenfeld, Espaces multidimensionnels (Mnoromepare mpocrpaxcrea). 


Moscou, Naouka, 1966. 

a gman, An Introduction to the Theory of Relativity. New York, 
942. 

Jackson, Classical Electrodynamics. New York, 1962. 


. Durell, Readable Relativity. London, 1962. 


Schwartz, Relativity in Illustration. New Vork, 1965. 
Nevanlinna, Zeit und Relativität. Basel, 1964. 


19% 


GLOSSAIRE 


Aberration.C'est la déviation apparen- 
te périodique des astres immobiles 
de leurs positions moyennes sur la 
sphère céleste. Par suite de l’aber- 
ration, la plupart de ces astres 
décrivent durant l’année des ellip- 
ses. 


Accélération inertiale. La particule 
matérielle se mouvant dans un 
système non inertial est accélérée 
d’une façon qui ne s’explique point 
par les forces appliquées à cette 
particule. De telles accélérations 
sont dites accélérations inertiales. 
L'exemple en est fourni par des 
accélérations observées au cas où 
le référentiel utilisé est en rotation 
par rapport au référentiel d’inertie. 
Si au moment initial la particule 
est au repos relativement au réfé- 
rentiel en rotation, elle est soumise 
à une accélération dite centri- 
fuge dont la valeur est proportion- 
nelle à la distance jusqu’à l’axe 
de rotation (la vitesse angulaire du 
système étant fixe). Si la particule 
se meut relativement au référentiel 
tournant, surgit alors une accélé- 
ration inertiale complémentaire qui 
varie selon la vitesse de la particule 
(relativement au référentiel en ro- 
tation). Une telle accélération est 
orthogonale tant à l’axe de rota- 
tion du référentiel qu’à la direction 
de la vitesse instantanée de la 
particule. Elle porte le nom d’accé- 
lération de Coriolis. 


Action à distance. D'après Newton qui 


considérait avant tout les forces de 
l'attraction universelle, tous les 
corps exercent une influence mutuel- 
le, ce qui provoque l’accélération 
dont la valeur dépend de la masse 
du corps. Le produit de l’accélé- 


Champ. La 


ration par la masse du corps es 
la force qui agit sur ce corps. S 
cette force est transmise par l’espa 
ce vide, on parle alors de l’action 
à distance; dans la théorie électro- 
magnétique de Maxwell, on a évo- 
qué pour la première fois l’action 
de proche en proche, c.-à-d. l’action. 
exercée par les corps à travers le 
champ électromagnétique. L'action 
à distance est une influence (action) 
instantanée d’un corps sur un autre 
indépendamment de la distance 
qui les sépare. Quant à l’interaction 
transmise par le champ, elle se 
propage à une vitesse finie. Pour 
les champs électromagnétique et 
gravitationnel, cette vitesse est de 
l’ordre de 300 000 km/s. La vitesse 
universelle de la propagation des 
champs est habituellement désignée 
par c (voir Champ). 


physique newtonienne 
supposait que les corps ayant la 
masse au repos étaient en interac- 
tion directe à travers l’espace vide 
infini. L'’attraction ou la répulsion 
mutuelle de deux corps donnés ne 
dépendait que de la distance entre 
eux. Il s’avéra pourtant que les 
interactions électromagnétiques va- 
riaient non seulement en fonction 
de la distance entre les corps mais 
de leur vitesse relative. Les modifi- 
cations des positions et des états du 
mouvement des corps se propagent 
avec la vitesse finie (c) égale à la 
vitesse de la lumière dans le vide. 
C’est pourquoi, le concept newto- 
nien de l’action instantanée à dis- 
tance céda la place au concept de 
l’action de proche en proche et des 
champs qui jouent le rôle d’inter- 
médiaires. Ces champs surgissent 
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là, où est placée une source et se 
propagent dans toutes les directions 
avec la vitesse finie. Sur ce tableau 
« de champs », la force, appliquée 
à une particule chargée, est engen- 
drée par le champ électrique dans le 
voisinage immédiat de la particule 
et qui n'est liée qu'indirectement 
à ses sources — charges éloignées. 

En physique relativiste, le con- 
cept de champ est appliqué non 
seulement aux phénomènes électro- 
magnétiques mais aussi à la gravi- 
tation. À présent, il règne sans par- 
tage dans l'analyse des interactions 
entre les particules, quelle que 
soit la nature de ces interactions. 
Cône isotrope. Pour le point-événe- 
ment dans le continuum espace- 
temps il existe sûrement un lieu 
géométrique de toutes les direc- 
tions de la propagation du signal 
lumineux issu de ce point-événe- 
ment ou convergé vers ce point. 
L'ensemble de telles directions for- 
me le cône isotrope rattaché à 
l'événement considéré. Les direc- 
tions de la lumière allant vers 
l'événement représentent la région 
du Passé du cône; celles qui cor- 
respondent au signal s’éloignant du 
point-événement, la région du 
Futur du cône. Si la région du Passé 
est prolongée à l'infini, ses généra- 
trices isotropes s’identifient aux 
points de la sphère nommée sphère 
céleste. 


Continuum. Ce terme se rapporte 
à l’ensemble de points qui forment 
une ligne (continuum unidimension- 
nel), un plan (continuum bidimen- 
sionnel), un espace tridimensionnel, 
un espace-temps quadridimension- 
nel ou d’autres variétés. Il ne faut 
as confondre le continuum avec 
‘ensemble discret de points où 
chaque point est séparé de tous les 
autres points de l’ensemble. Dans 
un continuum, tout point est en- 
touré des autres points qui appar- 
tiennent à l’ensemble de sorte que 
dans tout voisinage aussi petit que 
l’on veut d’un point donné il y a 
toujours des points inclus dans cet 
ensemble. 


Covariance;. invariance. Un système 
d'équations reliant les quantités 


mathématiques ou physiques est 
dit covariant si de la validité de 
ces équations dans un système de 
coordonnées découle celle des 
équations qui leur sont formelle- 
ment identiques dans tout autre 
repère. Si un système d'équations 
(ou une équation) est covariant par 
la transiormation de Lorentz de la 
Relativité restreinte, on parle alors 
de l’invariance lorentzienne. Si les 
équations conservent leur forme 
dans toute transformation des coor- 
données, y compris lors du passage 
aux. coordonnées curvilignes utili- 
sées en Relativité générale, il est 
admis de parler de la covariance 
générale. 

Une relation mathématique 
quelconque, ou une équation, qui 
a la même forme dans les dii- 
férents repères indépendamment 
d’autres équations est dite invarian- 
te. Ainsi, la covariance est une 
propriété du système de plusieurs 
relations qui, étant valides dans un 
référentiel, conservent leur forme 
dans tous les autres référentiels. 
L'’invariance est la même propriété 
qui ne se rapporte pourtant qu'à 
une seule équation. La différence 
entre ces deux notions n’est pas 
souvent relevée, et la covariance et 
l’invariance sont utilisées en tant 
que synonymes. 

La collection de grandeurs (et 
non de relations) est souvent dite 
covariante si leurs valeurs numé- 
riques dans un repère s'expriment 
au moyen de celles dans tout autre 
référentiel à l’aide de la loi de 
transformation. L'exemple type de 
ces collections covariantes de gran- 
deurs est donné par les composantes 
d'un vecteur ou d’un tenseur. Une 
seule quantité, dont la valeur numé- 
rique est la même dans tous les 
repères, est appelée invariant ou 
scalaire. 


Energie. En Mécanique newtonienne, 


l'énergie est une capacité d'un 
corps de produire du travail. 
L'énergie mécanique possède deux 
formes: cinétique et potentielle. 
L'énergie cinétique est définie par 
la vitesse du corps; elle est égale 
au travail à produire sr le corps 


294 


afin que celui-ci ait une vitesse 
donnée. L'énergie potentielle est 
définie par la position d’un corps 
dans un champ de forces; elle se 
traduit par le travail dépensé pour 
amener le corps en position voulue. 
L'énergie totale d’un corps est 
égale à la somme des énergies ciné- 
tique et potentielle. 


Energie au repos; masse au repos. 
L'énergie au repos est une énergie 
de l’être physique, d’une particule 
par exemple, dans un référentiel, 
relativement auquel il est au repos. 
La masse au repos d’une particule, 
ou de tout autre corps, est une masse 
déterminée dans un référentiel où 
elle est au repos. En Relativité 
restreinte, l'énergie au repos est 
égale au produit de la masse au 
repos par le carré de la vitesse de la 
lumière: E — me2. 


Ether. Comme le rayonnement électro- 


magnétique (la lumière en parti- 
culier) avait été considéré en tant 
qu’analogue rapproché du son, il 
était assez logique d'admettre 
l'existence d’un milieu transmet- 
teur d’un champ électromagnétique 
et de son énergie, exactement comme 
l’atmosphère, l’eau et la terre sont 
les porteurs du son et de son énergie. 
Mais les ondes électromagnétiques, 
à la différence du son qui n’est pas 
susceptible de se propager dans 
l’espace dépourvu de matière, voya- 
gent avec des pertes d’énergie 
minimales et à la plus grande des 
vitesses connues à travers l’espace 
pratiquement vide (ce qui est le 
cas de l’espace intersidéral). Ce 
milieu hypothétique, appelé éther, 
qui sert à assurer la propagation 
d’un rayonnement électromagnéti- 
que, doit remplir tout domaine de 
l’espace indépendamment de la 
présence de la matière ordinaire. 
On fut contraint de donner à 
l’éther des caractéristiques méca- 
niques peu habituelles afin d’in- 
terpréter convenablement les pro- 
priétés bien connues des ondes ma- 
gnétiques, à savoir, l'absence d’on- 
des électromagnétiques longitudi- 
nales. La vitesse de la propagation 
de la lumière découle des lois élec- 
trodynamiques ; sa valeur, pourtant, 
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variait en fonction de l’état du 
mouvement du système où celle-ci 
était mesurée relativement à l’éther. 
Comme il a été mis en évidence, on 
peut interpréter les tentatives vi- 
sant à observer le caractère ani- 
sotrope de la propagation de la 
lumière par rapport à la Terre com- 
me des expériences sur le mouve- 
ment de l’éther par rapport à la 
Terre (ce mouvement fut appelé 
vent d'’éther). 

La Relativité restreinte mit fin 
à l'hypothèse d’éther et établit que 
l'échec des tentatives visant à dé- 
couvrir l'effet du vent d'éther 
concordait bien avec le principe de 
relativité. Ce principe barre défi- 
nitivement la voie à toute possibi- 
lité de déceler l’éther expérimen- 
talement. 


Evénement. L'événement est un terme 


auxiliaire qui caractérise un phéno- 
mène assez nettement localisé dans 
l’espace et le temps de telle sorte 
qu’on puisse le rapporter à un 
point (dit parfois point d’univers) 
du continuum d’espace-temps qua- 
dridimensionnel. De bons exemples 
en sont fournis par une explosion ou 
un éclat de lumière qui se produi- 
sent à un certain moment dans un 
lieu donné. En Relativité restrein- 
te, il est préférable de dire au lieu 
de l’« événement se produit » ou 
«s'est produit », «l'événement a 
lieu » ou « a eu lieu ». 


Force. C’est un terme physique appli- 


qué à toute action extérieure qui 
modifie l’état du mouvement d’un 
corps ou d’une particule qui possè- 
dent la masse au repos. En Mécani- 
que newtonienne, les forces résul- 
tent uniquement d’une interaction 
des corps. En l’absence de ces for- 
ces, le mouvement d'une particule 
relativement à un référentiel d’iner- 
tie n'est pas accéléré et elle se 
meut de façon rectiligne à une vites- 
se constante. La présence des forces 
s'exprime par l'apparition de l’ac- 
célération, donc par le changement 
de la vitesse du corps. L'accélération 
est toujours inversement propor- 
tionnelle à la masse du corps. La 
valeur de la force appliquée au corps 
se définit comme le produit de la 
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masse du corps par l'accélération 
acquise (principe fondamental de la 
dynamique). 


Impulsion. L'impulsion du corps, 
dont la masse au repos est finie, 
est le produit de la masse du corps 
par sa vitesse. En Relativité, il 
s'agit de la masse relativiste qui 
dépend déjà de la vitesse et coïncide 
avec la masse classique si le corps 
est au repos. La notion d’impul- 
sion est importante vu qu’elle suit 
le principe de la conservation. 
Lorsque des forces s’exercent entre 
deux corps, l'accroissement de l’im- 
pulsion de l’un de ces corps dû 
à l’accélération est compensé par la 
diminution de l’impulsion de l’autre 
de sorte que l'impulsion résultante 
des deux corps ne varie pas. La même 
loi est valable pour un système 
composé d’un grand nombre de par- 
ticules qui sont en interaction 
mais isolées des forces extérieures 
(système isolé). 


Intervalle; invariant spatio-temporel. 
En Géométrie tridimensionnelle 
usuelle, deux points sont séparés 
par une distance dont la valeur ne 
dépend pas du choix du système de 
coordonnées qui effectue le repé- 
rage des points. Dans le système de 
coordonnées cartésiennes, le carré 
de la distance de deux points est 
égal à la somme des carrés de trois 
différences correspondantes des coor- 
données. Dans d’autres repères, la 
même valeur est définie autrement 
et, en règle générale, par des expres- 
sions plus compliquées. 

Dans la géométrie spatio-tem- 
porelle de Minkowski, le rôle de la 
distance est tenu par l'intervalle 
spatio-temporel. Le carré de l’inter- 
valle du genre temps entre deux 
événements est égal au carré de la 
différence des coordonnées tempo- 
relles, multiplié par c, moins le 
carré de la distance spatiale entre 
ces mêmes événements si l’on a pris 
pour système de référence le système 
de coordonnées lorentziennes. Bien 
que la différence des coordonnées 
temporelles de deux événements 
soit fonction du repère, aussi bien 
que leur distance spatiale, la valeur 
de l'intervalle invariant est la 


mème dans tous les systèmes loren- 
tziens. Sous cette optique l’inter- 
valle spatio-temporel de la géo- 
métrie de Minkowski est semblable 
à la distance des points dans la 
géométrie classique. Si la distance 
de deux points dans l’espace habi- 
tuel s’annule uniquement au cas 
où ces points se confondent (au fait 
c'est un seul point), l'intervalle 
spatio-temporel entre deux évé- 
nements différents se réduit à zéro 
lorsque les événements sont isotro- 
pes. Cela signifie que le signal lu- 
mineux, émis du point où a eu 
lieu le premier événement, atteint 
le point du second événement juste 
au moment de la réalisation de ce 
dernier. 


Invariance (voir Covariance). 
Lois de transformation. Ce sont des 


règles qui permettent de déterminer 
les composantes des vecteurs, des 
tenseurs ou d’autres grandeurs de ce 
type dans tout système de coordon- 
nées si l’on connaît leurs valeurs 
numériques dans un système de 
coordonnées déterminé. Par exem- 
ple, si dans un système de coordon- 
nées on connaît les composantes du 
vecteur, il se définit complètement 
en tant que grandeur possédant une 
longueur et une orientation; on 
obtient ses composantes relative- 
ment à n'importe quel autre systè- 
me de coordonnées en projetant ce 
vecteur sur les axes correspondantes. 
La définition de ces « nouvelles » 
coordonnées en fonction des « an- 
ciennes » représente la loi de trans- 
formation (voir Covariance). 


Orthogonalité. Le terme « orthogonal » 


(dirigé sous l’angle droit) est pré- 
férable au terme « perpendiculaire » 
surtout dans les géométries sen- 
siblement différentes de celle de 
l’espace usuel. Il en est ainsi pour 
la géométrie de Minkowski. 


Principes de la conservation ; principes 


de la continuité. Une grandeur 
physique est dite conservable si sa 
valeur ne varie pas avec le temps; 
autrement dit si elle représente une 
constante (intégrale) du mouvement. 
Aussi une grandeur se trouve-t-elle 
conservée, si elle n’est modifiée que 
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sous l’action des forces extérieures 
provenant des corps en dehors du 
système envisagé. Parmi les gran- 
deurs les plus importantes qui se 
conservent il faut noter l'énergie, 
l'impulsion, l'impulsion angulaire, 
la charge électrique. Le principe de 
la conservation est une loi de la 
nature qui exige qu’une grandeur 
déterminée soit conservée. Si ce 
principe a la forme telle que le taux 
d’accroissement de la densité d’une 
grandeur donnée (de la densité 
d'énergie par exemple) est dû à la 
divergence de cette grandeur, il est 
appelé principe de la continuité 
(de cette même grandeur). 


Référentiels d'inertie. L'exemple en 
est un système relativement auquel 
tous les corps physiques qui possè- 
dent une masse au repos finie et ne 
sont pas soumis aux forces extérieu- 
res se déplacent d’un mouvement 
rectiligne et uniforme. Il en existe 
une quantité innombrable. Une 
fois un de ces systèmes inertiaux 
trouvé, tous les autres systèmes qui 
sont en mouvement uniforme et rec- 
tiligne par rapport au premier et 
qui ne tournent pas s'avèrent éga- 
lement inertiaux. 


Scalaire, voir Covariance. 


Sphère céleste. Les observations di- 
rectes des objectifs extraterrestres 
impliquent la projection de ces 
derniers sur la surface d’une sphère 
de rayon arbitraire avec l’observa- 
teur au centre. Une telle sphère 
imaginaire est appelée sphère céleste. 
Ses points sont habituellement dé- 
finis par deux angles correspondant 
à la latitude et à la longitude géo- 
graphiques sur Terre. Sur la sphère 
céleste, ces angles sont nommés dé- 
clinaison et ascension droite et, 
d’après la Relativité restreinte, ils 
dépendent, pour les objectifs loin- 
tains (tels que les astres immobiles), 
de l’état du mouvement de l’obser- 
vateur. 


Système de coordonnées cartésiennes. 


Dans ce système, tous les axes 
(courbes) de coordonnées sont les 
droites. Elles sont toutes orthogo- 
nales et étalonnées à l’aide des 
échelles de longueur choisies, de 
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centimètre par exemple. Pour deux 
points donnés, dont les coordonnées 
cartésiennes sont égales à x1, y4, 241 
et x2, y2, 22, le carré de la distance r? 
est défini par l'expression r? = 
= (to 23)? + (ue — y1)? + (22 —2)2. 


Système de coordonnées de Lorentz, 


système de référence de Lorentz. En 
Relativité restreinte, les référen- 
tiels d’inertie sont souvent appelés 
systèmes de référence de Lorentz. 
On sous-entend par là qu’à tout 
instant le système de coordonnées 
spatiales est de Descartes et que les 
unités de mesure du temps sont 
choisies de sorte que la vitesse de la 
lumière dans le vide soit constante 
dans toutes les directions, en tous 
les points et à tous les instants. En 
langage de la géométrie quadridi- 
mensionnelle de Minkowski, il est 
convenable d'appeler système de 
coordonnées lorentzien tout système 
de référence de Lorentz. 


Système de référence. Ce terme est 


employé dans n'importe quel systè- 
me d’étalons, définissant la position 
d’un objet physique, même si cette 
dernière change avec le temps. Le 
système de référence diffère du 
système de coordonnées tridimen- 
sionnel par ce que ce dernier est 
défini sans tenir compte du temps 
tandis que la construction du systè- 
me de référence exige que ces coor- 
données spatiales soient rattachées 
au temps. Pour le définir complè- 
tement, il faut donner la position 
de l’origine du système de coordon- 
nées spatiales et les directions des 
axes pour tout moment de temps. 
Ainsi, les trajectoires des objets 
physiques, c.-à-d. leurs positions 
aux différents instants, peuvent être 
décrites si l’on donne les valeurs de 
toutes les coordonnées de ces objets 
pour tout moment de temps. En 
langage quadridimensionnel, le sys- 
tème de référence représente un 
système de coordonnées quadridi- 
mensionnel dont trois axes suivent 
la direction du genre espace et le 
quatrième du genre temps (voir 
Référentiels d'inertie). 


Systèmes de coordonnées. Les systèmes 


de coordonnées (repères) sont intro- 
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duits pour marquer les positions 
des points ou des corps physiques 
dans l’espace. Au fond, donner un 
système de coordonnées c'est de 
formuler les règles d’après lesquelles 
la position d’un point quelconque 
de l’espace tridimensionnel est 
décrite par trois nombres et récipro- 
quement. Les lois de l’identification 
des points peuvent se formuler de 
façon que les positions des points 
dans le voisinage d’un point donné 
se caractérisent par les différences 
des valeurs correspondantes de tou- 


tes les trois coordonnées. Ainsi, le : 


système de coordonnées peut être 
représenté sous forme manifeste de 
la manière suivante. L’espace est 
couvert d’un réseau tridimensionnel 
formé de lignes. Les points d’inter- 
section de ces lignes correspondent 
aux valeurs entières des coordon- 
nées ; les valeurs fractionnaires des 
coordonnées correspondent aux 
points situés à l’intérieur des cellu- 
les du réseau. 

Le point de la surface bidimen- 
sionnelle est défini par deux coor- 
données et le point de la courbe par 
une seule coordonnée. Enfin, selon 
Minkowski, tous les événements lo- 
calisés dans le temps et dans l’espace 
représentent les points du continuum 
quadridimensionnel. Pour repérer 
un événement dans l’espace-temps, 
il est indispensable de connaf- 
tre quatre coordonnées (voir Système 
de coordonnées cartésiennes, Système 
de référence). 

Si le système de coordonnées est 

rattaché à la Terre, il est admis de 
parler du système géocentrique de 
coordonnées ; le système de coordon- 
nées lié au Soleil est dit hélio- 
centrique. 
Système isolé. C’est un système où 
toutes les forces ne sont condition- 
nées que par l'interaction des corps 
y inclus. Autrement dit, c’est un 
système qui n’est pas soumis à 
l’action des forces extérieures. 


Temps propre. Le temps propre est un 
intervalle spatio-temporel  inva- 
riant du genre temps séparant 
deux points (du quadriespace) pris 
sur la trajectoire d’un corps maté- 
riel, d’une particule par exemple. 


Le temps propre est calculé depuis. 
un point arbitrairement choisi de la 
trajectoire du corps et s’accroît en 
direction du «Futur». L'’horloge 
qui se meut avec la particule (fixée 
à celle-ci) indique en général le 
temps propre si elle n’est pas sou- 
mise à l'accélération ou à toute 
autre influence extérieure. 


Tenseur des tensions. La tension sur- 


git en tant que réaction d’un milieu 
continu ou d’un corps à la déforma- 
tion. Des tensions qui sont dues aux 
compressions sont d'habitude appe- 
lées pressions ; celles qui sont liées 
à la modification de la forme sont. 
nommées tensions de cisaillement. 
Mathématiquement, la tension tota- 
le est décrite par un tenseur dont les 
composantes sont représentées par 
les forces qui sont appliquées aux 
surfaces tracées à l’intérieur du 
corps et possédant les différentes 
orientations spatiales. 


Tenseurs. Ce sont des êtres mathéma- 


tiques obtenus par suite de la géné- 
ralisation du concept vectoriel. 
Dans une variété décrite à l’aide 
des coordonnées, les tenseurs sont 
complètement définis par leurs 
composantes (appelées composantes 
du tenseur). Comme il existe plu- 
sieurs espèces de tenseurs (dont les 
vecteurs ne font qu’une minorité), 
il est en général impossible de se 
prononcer définitivement sur le 
nombre de composantes d’un ten- 
seur. Néanmoins, ce nombre de 
composantes est toujours bien défini 
pour chaque type de tenseurs défi- 
nis dans la variété à un nombre 
fixé de dimensions. En partant des 
valeurs numériques de toutes les 
composantes tensorielles dans un 
système de coordonnées, on par- 
vient à connaître celles du même 
tenseur dans n'importe quel autre; 
ce calcul est effectué selon les 
règles dites loi de transformation 
des tenseurs de cette espèce. 
Certains tenseurs sont liés à 
l'orientation d’une courbe (vecteurs 
tangents), d’une surface bidimen- 
sionnelle (bivecteurs) et des struc- 
tures des plus hautes dimensions. 
En théorie des élasticités, le ten- 
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Transformation 


seur des déformations décrit les 
déformations locales (dilatations et 
changements d'’angles) d’une ma- 
tière; le tenseur des tensions em- 
brasse tout l'ensemble d’information 
concernant les forces intérieures qui, 
surgissant par suite de la déforma- 
tion, tendent à rétablir la forme 
d'équilibre primitif. 

Trajectoire. Une courbe décrite dans 
le temps par un mobile qui possède 
la masse au repos est appelée tra- 
jectoire d'une particule (ou d'un 
corps). Pour s’imaginer complète- 
ment le mouvement de la particule 
il faut savoir non seulement les 
points de la trajectoire de cette 
particule mais également des mo- 
ments de temps correspondant au 
passage de celle-ci par ces points. 
Dans le continuum d'’espace-temps 
de Minkowski, la trajectoire d’une 
particule est une courbe dont chaque 
point est déterminé par quatre coor- 
données spatio-temporelles de la 
particule. 


de Lorentz. La trans- 
formation de Lorentz est la loi de 
transformation des coordonnées spa- 
tio-temporelles  quadridimension- 
nelles d’un événement lors du passa- 
ge d’un système de coordonnées 
lorentzien à un autre. Deux systè- 
mes de Lorentz en question sont au 
repos relatif ou en mouvement rec- 
tiligne et uniforme l’un par rapport 
à l’autre (sans rotation). Les origi- 
nes de référence des coordonnées 
spatio-temporelles ne se confon- 
dent pas toujours et les axes de coor- 
données spatiales peuvent ne pas 
être parallèles. Une transformation 
lorentzienne concrète est définie 
par dix paramètres : les composantes 
de la vitesse relative des systèmes 
{trois paramètres), les angles faits 
par les axes de coordonnées spatia- 
les respectives (trois paramètres; 
par exemple les angles d’Euler) et, 
enfin, les coordonnées spatiales et 
temporelles de l’origine de référence 
d’un système par rapport à un 
autre (quatre paramètres). 

Variété. En langage mathématique, la 
représentation de l’espace est sou- 
vent réduite à l’ensemble de points 
qui s'identifie à un système de 
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nombres réels (ses coordonnées) de 
façon qu'à chaque système de n 
nombres réels (dans Ile cas où 
l’espace est à n dimensions) cor- 
responde un point et un seul. Les 
points sont considérés comme voi- 
sins si les différences des coordon- 
nées correspondantes sont petites. 
Un tel espace possède d’une part les 
propriétés locales, c.-à-d. celles 
d’un voisinage immédiat de tout 
point, qui sont analogues à nos 
conceptions usuelles de l'espace 
en entier et d’autre part les pro- 
priétés de l’espace tout entier 
d’après lesquelles tout l’espace peut 
être couvert d’un seul réseau de 
coordonnées. 

Si l’ensemble infini de points 
possède partout les propriétés loca- 
les de l’espace mais ne peut être 
couvert d’un réseau de coordonnées, 
il est appelé variété. Le plan repré- 
sente un espace bidimensionnel et la 
surface d’une sphère une variété. 
En effet, si l’on établit les coordon- 
nées, mettons, à partir du pôle 
Nord, ces dernières couvrent la plus 
grande partie de la sphère mais, 
à proximité du pôle Sud, on est 
contraint soit de donner à ce point 
(qui ne diffère en rien des autres) 
une quantité infinie de valeurs 


- distinctes des coordonnées, soit 


d'éliminer ce point du système. 
Deux systèmes de coordonnées super- 
posés sont suffisants à décrire com- 
plètement la surface de la sphère. 
Le tore, les surfaces de Môbius et 
de Klein peuvent servir d'exemples 
de variétés. L'espace étant un cas 
particulier de la variété (l'inverse 
n’est pas vrai), cette dernière est 
souvent employée afin de souligner 
le fait que l’ensemble de points 
considéré n’est pas obligatoire- 
ment un espace. 


Vecteur. Le vecteur est le cas particu- 


lier du tenseur: le nombre de ses 
composantes coïncide avec le nom- 
bre de dimensions de l’espace ou de 
la variété où il est défini. L'exemple 
le plus simple en est fourni par un 
segment de droite déterminé par son 
origine, la direction de la droite 
qui le porte, son sens et sa grandeur 
ou module. 
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